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u ee Über die Darstellung der Drehungsgruppe 
{ | durch Gruppen linearer Substitutionen. 


Die Darstellungen der reellen Drehungsgruppe durch lineare 
homogene Substitutionen sind von Herrn I. Schur in drei Ar- 
beiten’) behandelt worden.. Die Grundlage für die Untersuchung 
bildet die Übertragung der Formeln der Theorie der Gruppen- 
charaktere mit Hilfe des Hurwitzschen Integrationsprozesses ?). 
Diese Methoden sind im Anschluß hieran von Herrn H. Wey]?) 
‚noch weiter ergänzt, vereinfacht und auch auf andere Fälle ange- 
wendet worden. 

In der vorliegenden Arbeit soll gezeigt werden, daß sich die 
Charakteristiken der Drehungsgruppe auch mit rein algebraischen 
“ Hilfsmitteln, also unter Vermeidung des Integrationsprozesses be- 
stimmen lassen. Während bei Herrn Schur in gewissen Fällen 
sich nur die Summe von zwei einfachen Charakteristiken, nicht 
‚aber die einfachen Charakteristiken selbst ergeben, werden im fol- 
genden auch diese Ausdrücke bestimmt werden !). 

Die Arbeit ist in drei Abschnitte eingeteilt: Im 1. Abschnitt 
‘wird zunächst die Struktur der Charakteristiken untersucht; es 
selingt ferner in einfacher Weise, eine Übersicht über die. Ge- 
samtheit der irreduziblen Darstellungen zu erhalten und ihre 
Realitätsverhältnisse- zu untersuchen. Darauf werden die Hilfs- 
? =. entwickelt, welche die Grundlagen für die späteren Be- 





= 1) Neue Anwendungen der Integralrechnung auf Probleme der Invarianten- 
et theorie. I, II und III, Sitzungsberichte der Berliner Akademie, 1924, S. 189—208, 
08.297321 und S. 346-355. Im folgenden werden diese Arbeiten kurz mit AI, 
H All und AlII zitiert. | 

788 RE 2) Über die Erzeugung der Invarianten durch Integration, Göttinger Nach- 


& r, richten 1897, 8. 71. 
Bere 3) Zur Theorie der Darestlene der einfachen kontinuierlichen Gruppen, 
Br ‚ Sitzungsberichte der Berliner Akademie 1924, S. 338. 

ee} 4) Herr Weyl hat diese Formel unabhängig auf ganz anderem Wege ge- 
_ fünden. Vgl. eine demnächst in der Math. Zeitschrift erscheinende Arbeit von 
Herrn Weyl. Ich habe die Ausdrücke im Dezember 1924 bestimmt und sie 
_ Herrn Schur mitgeteilt, bevor die Weylsche Arbeit bei der Zeitschrift ein- 
* gereicht war. 
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trachtungen bilden. Im Anschluß hieran wird im 2. en: 2 
die Schursche Hauptformel bewiesen. Im 3. Abschnitt ‚wird die 32 
Zerlegung des Kroneckerschen Produktes von zwei irreduziblı 1°: 
Homomorphismen in irreduzible Bestandteile use „Da: 















Ausdrücke für die einfachen Cankteris anzugeben, Man er- 
hält ferner eine Lösung des Abzählungsproblems für Orthogonal- 
invarianten!). Zum Schluß gehe ich noch kurz auf die Übertragung 
der Methoden auf die Gruppe der unitär orthogonalen Pu 
tionen ein. 
Die ‘hier durchgeführte Untersuchung begann ich auf N, 
von Herrn Prof. Schur schon im Frühjahr 1924. Bei der Ab- 
fassung der Arbeit waren mir die beiden letzten oben genannten 
Schurschen Abhandlungen im einzelnen noch nicht bekannt. Da- 
gegen hatte mir Herr Prof. Schur freundlicherweise sein Haupt- 
resultat schon längere Zeit vor der Publikation mitgeteilt. Ich 
- möchte ihm auch an dieser Stelle meinen herzlichsten Dank dafür ür 
aussprechen. ck. 


3. ABSCHNITT. 
$ 1. Die Struktur der Charakteristiken der Drehung ER 


. BE; ie Sin 


Unter der Drehungsgruppe D verstehe ich im folgenden die 
Gruppe aller reellen orthogonalen Substitutionen von der Determi- . 
nante 1 in n Variabeln. Die charakteristischen Wurzeln ‚einer 1 
derartigen Substitution haben für n = 2v-+1 die Form . NE 


bene nie Yu ne Tale 
und für n = 2v die Form e 
er BE U TE 


Die „Drehungswinkel“ 9,,9,,...,9, sind dabei natürlich. nur e bi 
auf Vielfache von 2x bestimmt; auch kommt es auf ihre Reiher = 
folge und ihre Vorzeichen nicht an. Man verstehe für n = 
unter S(9,, 9%... 9,) die Drehung: Be: 


Dr-ı ==. .008.9, Rn ‚+ sin Pr Ua 
(la) I = MN Ast A—=l2..., 
5 ee > 
fs "an ' tee Kor * es 





1) Dies Problem läßt sich, wie Herr kur in AU gezeinn hat, nit, 
des Integrationsprozesses in besonders eleganter Weise erledigen. 


Bere 





' Dann ist jede Drehung s mit den Dee rinkefe Di Dar ne 0% 
innerhalb der Gruppe D zu S(9,9,...,9, ähnlich. Im Falle 
nn = 2v bezeichne man mit S(p,, 9,::.,9,) die Drehung: 


=”. 


% 


dA De Im > COS P,.%u-, + Sn @,.%ı ER a 


| %ı = —-8SinQ :La-, + 008 9,.% 

Es ist dann eine beliebige Drehung s mit den Drehungswinkeln 
PP... 9, innerhalb der Gruppe D entweder zu S(p, Ps... 9,) 
oder zu S(-9,%,:..,9,) ähnlich; ersetzt man eventuell p, durch 
— @Q,, so kann man annehmen, daß der 1. Fall eintritt. 

2 Es sei 9 ein stetiger Homomorphismus') von ®; dem Element 
a.  s von ® entspreche in 9 H(s); die zugehörige Charakteristik sei 
 x%(s). Wählt man bei gegebenem SP, Py5.-,9, In der eben an- 
gegebenen Weise, so ist y(s) eine Funktion von 9,,9,,...,p, allein. 
Es handelt sich daher nur darum x(S(P, Ps :--, 9,)) zu bestimmen. 
Die Matrizen 5 (9, Ps,:-,9,) bilden sowohl für gerades wie für 
@ | ungerades n eine Abelsche Gruppe; sie genügen der Gleichung 


.@ S(9, 9». Sb by. vd) = S(ptVs ptbee + %,) 


_ Bezeichnet man daher die S(p,9;,,...,9,) in 5 entsprechende Ma- 
teix. mit R(p,9,-:-9,);, So bilden die Matrizen R(p,Py::- P,) 
eine Abelsche Gruppe R, und es ist 


TR RO Rt) 


Da nun R als Abelsche Gruppe nur lineare irreduzible Bestand- 
_ teile haben kann), kann man annehmen, wenn man eventuell $ 
‘durch einen ähnlichen Homomorphismus ersetzt, daß in allen Ma- 
_ teizen von J oberhalb der Hauptdiagonale nur Nullen stehen. 
Steht in R(p,9,..-,9,) in der Hauptdiagonale in der u-ten Zeile 
= (9 Pa +: 9), so folgt aus (8) 

F B (4) Yu(@. P;, ae P,) Fu (db, Y,, ER, %,) ER Fu (9,+%,, P; +%,, el p,r d,). 


ER Aus dieser Funktionalgleichung für die Funktion r, ergibt sich 















(by "ul Par ++ 9%) | 
Br: 10.00 tn 0): 
e. daß man nur r,(9,,0,...,0),r.(0, 9,0, ...,0),..., zu bestimmen 


er ı Die  ichtigsten Begriffe der Theorie der Gruppen linearer Substitutionen 
x sind i in AI S. 197 zusammengestellt. — Alle Homomorphismen werden im folgenden 
‚ stillschweigend als stetig vorausgesetzt. 

: = 22) vgl. etwa l. Schur, Neue ee der Theorie der Gruppencharaktere, 


2 
m 


hat. Es ist aber nach (4) , | 
(6) m (P,; On 0) Zr (d,, RR 0) el (op, Hrn 0 5 0). \ 


en re, mn FE Ber Ge 
ER 
Be RE u ig 
NE * Me 3° = 

& e% 


Die Elemente von R(g,9,,...,9,) sind stetige Funktionen der Ele- ee 


mente von S(Q,, 9: :, ®,), Ale stetige Funktionen von 9,9... ®, 


Nach einem bobanen Satz von Cauchy') ergibt sich aus (6) ER 


790,0) = ef oder mul 0,..,0) = 0. (A, konstant) 


Da r,(9,,0,...,0) in Q, periodisch mit der Periode O= ae muß, 


muß A, ein ganzzahliges Vielfaches von ö sein; A, = =,i. Analog 


wird | 
7.0, 9409.30) = €” oder 7.0.90...) 0. 
Man findet schließlich nach (5) | 


(7) Tu (9, Pay er 9,) ze; e' VENEN iR 


I) 2) = DrulPr Pa sp) = a er ne Las mp) 
u % 


Dabei ist die zweite Summe über eine gewisse, nicht näher be- 
kannte Menge von endlich vielen Gitterpunkten x = (#,, #4 .-.,%, 
im v-dimensionalen Raum zu erstrecken‘; derselbe Gitterpunkt x 


kann aber in dieser Menge mehrfach vorkommen. Analog sollen 5 


auch im folgenden derartige Summen ee werden. 


Wie man leicht erkennt (vgl. AII, S. 300) hat x(s) als Funk- = 


tion von 9,9, -:.,9, die folgenden „Symmetrieeigenschaften“. | 
1. x(s) ist symmetrisch in 9,9, ..., 9, 


2. Für ungerades n bleibt 4(s) ungeändert, wenn man bei einer 2 
beliebigen Anzahl von Variabeln.p, das Vorzeichen abändert; bi 
geradem n bleibt x(s) ungeändert, wenn man bei einer Geraden An- er 


zahl von Variabeln das Vorzeichen abändert. 


Man bezeichne nun mit o(}) = 6(A,A,...,4,) die Summe dr 


verschiedenen Glieder, die aus e Apı tp+::+ 4,9) 


Ausdrücke (HH TAamT hp) er daß 





1) Cauchy, Oeuvres Ser. 2, Bd. 3, 8. 98; 


.:. 
Ba 


| bei Permu- 2 
tation der Variabeln und bei den genannten Abänderungen der 
Vorzeichen entstehen. Wegen der linearen Unabhängigkeit der 


oder r.(P4 Pu .:,9,) = 0 3 e, 


x(s) zu jedem solchen 8 
Gliede auch immer gleich 6(} ,A,,...,4,) enthalten muß. Man er- 








a 


hält daher eine Darstellung 
(9) (6) = > Gl, dy..yd,) = > (A), 


wo A eine gewisse Gitterpunktsmenge durchläuft. Man kann noch 
vorschreiben 


ı= mr "= % 
De bezw. , >>... >41, >|, 


je nachdem n ungerade oder gerade ist. Das ist selbstverständ- 
lich, da 6(A,,A,,...,4,) ungeändert bleibt, wenn man die v Argu- 
mente permutiert und eine beliebige, bezw. eine gerade Anzahl 
von Vorzeichen abändert. | 


Es sollen nun die Glieder. HF F®rt7%P) oiner Cha- 
rakteristik geordnet werden. Bei ungeradem » soll ein Glied 
up mp 7 %P) Höher als ein Glied "PTR t Fmp) 


heißen, wenn die erste von OÖ verschiedene unter den Differenzen 
HH, HM — N, 
positiv ist; bei geradem » dagegen, wenn die erste von O ver- 
schiedene unter den Differenzen | 
“e x, %ı, Hy — %, 2) KK [#1 |x,| 
- positiv ist, oder wenn alle Differenzen O sind, und 
ee 
£ 0 =—-,<0 
ist. Unter den Gliedern einer Charakteristik y(s) wird es ein ge- 
MAT) geben, das etwa d mal 


vorkomme. Dann soll d."rthnt tum) Aas Anfangsglied 
von x(s) heißen. Wegen der Symmetrieeigenschaften der Charakte- 
‚ristiken ist dann von selbst 


h>h>:.>h,>0 
bezw. h > h, >. ->k,21h,l. 


Nach den gleichen Prinzipien wie die Glieder zu6t Pr Ma Pat" 1: Ku Pr) 
denken wir uns auch die v-dimensionalen Gitterpunkte 


wisses höchstes e 


“= (hy) 
geordnet. Eine Charakteristik y(s) mit dem Anfangsglied 


eat) läßt dann eine Darstellung zu 


U) 2). h)+ Ion h) = d.o)+ICR) 


wo 4 eine gewisse Gitterpunktsmenge durchläuft, deren Punkte 


alle niedriger als k = (k,,k,...,%,) sind und außerdem den Be- 


dingungen (10) genügen. 
Der eben geschilderte Gedankengang läßt auch erkennen, daß 





die charakteristischen Wurzeln einer Matrix A des Homomorphismus 5 


9 vom absoluten Betrage 1 sind. Das beruht auf der Kolgenden 
Bemerkung: 

Ist 9 eine Gruppe linearer Substitutionen!), und gibt es. eine 
feste Zahl m, so daß für alle A —= (a,,) aus 9 die Koeffizienten 


a,, dem absoluten Betrage nach unter m liegen, so haben alle 


A nur Wurzeln vom absoluten Betrage 1. 
Es muß nämlich jedenfalls eine feste Zahl c geben, so daß 


alle Matrizen A aus 9 nur charakteristische Wurzeln haben, die 


dem absoluten Betrage nach unter c liegen. Hat A nun die cha- 


rakteristische Wurzel A, so ist A” charakteristische Wurzel von 


A, —=0, #1, #2,...); alle diese Matrizen gehören zu 9, also ist 
A’, (v—=N, 3a 
"Daraus folgt dann sofort |A| = 1, w.z. b. w. 


' Bezeichnet man mit ®’ die Gruppe aller reellen orthogonalen 
Substitutionen, so folgt aus dieser Bemerkung, daß bei einem Ho- 


momorphismus 5 von ®’ nur Matrizen auftreten, deren Wurzeln 
| Se absoluten Betrage 1 sind. Ist ? ein beliebiges Element von 
',x(% die Charakteristik des Homomorphismus 9 von D', so ist see 


Fr 
EN) = LO. | 
Da innerhalb von D’ t und t' ähnlich sind, ist andererseits 
WAVE u Atze} 


Also muß y(f) reell sein; alle Charäakteristiken von ®’ sind reell. Er 


2 Charakteristiken von D sind in den Fällen »=1 (mod?2), 


= (0 (mod 4) sicher reelle. Denn wegen der Symmetrieeigen- Sr 


en der Charakteristiken kommt mit einem’Glied 
BIC 9 me p+t:'+ %,P,) - 


das konjugiert komplexe vor, und zwar ebenso oft. 


1) Das Wort „Gruppe“ ist hier im eigentlichen Sinne zu verstehen: Die ER iGE 


Determinanten sind von O0 verschieden, und zu jeder Matrix A kommt die inverse 


- [: 









vor. Ebenso soll, — was nicht sehr wesentlich ist —, wie in AI in die Definition 


des Homomorphismus aufgenommen werden, daß die Determinanten von 0 ver- ER 


schieden sind. 








RER. 





\ gibt es eine Darstellung (13) 





| BR Er 
g 2. Die Anfangsglieder der einfachen Charakteristiken. 


Zunächst sei n = 2v+1. Die o-te Determinantentransfor- 


mation von ©, 1=o=v), hat bekanntlich !) als Charakteristik 
die o-te elementarsymmetrische Funktion. der charakteristischen 


Wurzeln 1, EP: ep Er ei e °P einer beliebigen Matrix s 
aus D. Diese Chaakleriehk werde mit x, bezeichnet; ihr An- 


fangsglied ist e ER tm, Das Produkt zweier Charakte- 
ristiken ist wieder eine Charakteristik, nämlich die des Kronecker- 


schen Produktes der beiden zugehörigen Homomorphismen. Das 


Anfangsglied des Produktes ist hier natürlich das Produkt der 
Anfangsglieder der beiden Charakteristiken. Daher wird für 


Meß, Z0 
Mr Ph o—k k, 


2 ..». v1 v 


eine De eeristik 4 Hurt dem Anfangsglied 
gkıyı Ip: hp, 


Durch Zerlegung von x in einfache Charakteristiken erkennt man, 
daß es auch eine einfuche Charakteristik von D mit dem Anfangs- 


 glied AU al gibt, sie heiße y(k,,%,,...,%)= y(k). 
- Man stelle »(%) nach $ 1, (11) dar | 


(a2) v0 = el) +Z ER) 


| Dann gibt es umgekehrt eine Darstellung 
(18) | ch) =rk)+IErW), 


wo u = (u,4,...,u,) eine gewisse Gitterpunktsmenge durchläuft, 


deren Punkte alle niedriger als % sind und für die außerdem 


new. >w>0ist Dem fr, =k=-.=h-=0 


y 


e(0,0,...0) = 200,0...) =1, 


1) Wegen der Begriffe Determinantentransformation, Produkttransformation 


-(Kroneckersches Produkt) und Potenztransformation siehe A. Hurwitz, Zur 
Inyariantentheorie. Math. Ann. 45, 1894, 8.381; I. Schur, Über eine Klasse 


von Matrizen, die sich einer gegebenen Matrix zuordnen lassen; (Dissertation), 


Berlin 1901, Abschnitt II. 


2) Die in dieser Betrachtung verwendete Methode stammt von Herrn 


I. Schur (Dissertation). Dort wird in analoger Weise gezeigt, daß zu jedem 


möglichen Anfangsglied mindestens ein ganzer rationaler Homomorphismus der 


allgemeinen linearen Gruppe gehört. 


0 


und man schließt dann aus (12) induktiy, daß es immer eine Dar- 


stellung (13) gibt. 


Jetzt soll gezeigt werden, daß die Öharalderishten y(h) ie. 


4 
a IE ) Ks 
Sa 
7 A ar te T u 
% 5 , FE 
ie 2 NOR 5 7 Bi 


einzigen einfachen Charakteristiken von © sind. Ist nämlich y eine a | 


einfache Charakteristik von D mit dem Anfangsglied 
RACE pı + kp an ? -+%k,9,) 

so stelle man y nach $ 1, (11) dar 

(14) = d.h) +Zol) 


In (14) drücke man nach (13) e(k) und 6(A)- durch die »(e) au 


man findet dann eine Darstellung der Form 
redy)HLErle)) 
@ 


Dabei sind alle Punkte o niedriger als k, und es ist 
es ZN 


Bringt man die negativen Glieder von der linken auf die rechte 


Seite, so erhält man eine Formel 
(15) rrärle) = dr) +rle)), 
e @ 


wo alle Punkte 0’ und 9” auch niedriger als k sind. In (18) stehen 
links und rechts Charakteristiken von D, aus der Gleichheit folgt‘, 


daß man bei Zerlegung der linken und der rechten Seite in ein- 


fache Charakteristiken genau dieselben Bestandteile erhält. Diese 


Zerlegung erscheint aber in (15) schon ausgeführt. Da y mit keinem = 


»(e”) übereinstimmen kann, weil deren Anfangsglieder zu niedrig 
sind, findet man | 


(16) — y(k). 
Daraus ergibt sich d = 1. 


Ia. Eine einfache Charakteristik von D für n = 2v-+1i enthält Be 
ihr höchstes Glied: genau einmal. Zu jedem möglichen Anfangsglied, 


d.h. zu jedem Glied €" P Bea en mikZh=Z: = =0 > 


gibt es eine und nur eine einfache Charakteristik BI I 


Man erhält so eine Zuordnung der einfachen Cha N Et 


zu den Systemen von v nicht negativen ganzen Zahlen. 


1) G. Frobenius und Il. Schur, Über die Äquivalenz der Gruppen linearer 


Substitutionen. Sitzungsberichte der Berliner Akademie 1906, S. 209, Satz III. 


2) Über die Stellung dieses Satzes in der Cartanschen Theorie, AL H. AN | 


Weyl, Math. Zeitschrift Bd. 23, S. 271, 1925. 





ge 


Jetzt sei n = 2v. Um dieselbe Schlußweise wie bei unge- 
radem » anwenden zu können, hat man nur zu zeigen, daß zu 


jedem möglichen Anfangsglied eh ptkpr: kp) 


kEh>.k,>[k, 


A Erle 


eine Charakteristik von ® mit diesem Anfangsglied gehört. Zu- 


(pp tPp+ + MmA— P) 


nächst soll das für e bewiesen werden. Wie 


- man leicht erkennt, ist die v-te Determinantentransformation von 


D reduzibel. Die Zerlegung ist in AII S. 320 mit algebraischen 
Hilfsmitteln durchgeführt. Man greife aus 1,2,...,n auf irgend 
eine Weise ein System e von v Zahlen o,, 0,, ..., 0, heraus. Das 


 komplementäre System, das durch Streichen der » Zahlen o in der 


Reihe 1, 2, ....,» entsteht, werde mit o* bezeichnet. Man bezeichne 
ferner die Unterdeterminante v-ten Grades von s, die die » Zeilen 
oe und die v Spalten o enthält, mit 4. Versteht man schließlich 


unter j 1 oder ii, je nachdem » gerade oder ungerade ist, und unter 


&, die Zahl (— yet Sur: so erhält man bei der Zerlegung 
der v-ten Determinantentransformation die beiden Charakteristiken 


BE = > B2R: +7 &, I 0x) und gm ne = (I ge /K2 I 59): 


Dabei durchläuft oe alle die Indexkombinationen aus der Reihe 
1,2,...,n, für die | 


o-1l ee Kr 


ist. Es genügt nach $ 1, s = S(p, 9a... 9,) zu. setzen; man 
erhält dann x" und y” als Funktionen von p, 9, :.., 9, Ersetzt 
män g, durch — , so bleibt /,, ungeändert; denn es enthält , 
garnicht oder nur cos g,. Dagegen geht 4. in — L,, über; denn 
wenn es von 0 verschieden ist, enthält es den Faktor sin p,, aber 
sonst , nicht. Daher geht xy" in y” und x” in y” über. Die 


09* 


- Summe der beiden Charakteristiken ist aber die v-te elementar- 


. . v A: i \ , . . 
symmetrische Funktion von e'*', e” ""!, .,,e”, e ""*; die beiden 


höchsten Glieder der Summe sind also 


(Pi + gt: ar Pur P,) Ed BACH +9+'+9-1— a) 


Ü«p + pt +9) 


(69) 


Daher muß entweder y oder x” das Anfangsglied e 


haben. Ersetzt man p, durch —g,, so sieht man, daß die andere 


Charakteristik € FPRTTmaTP) enthalten muß; da sie aber 


e(A+9t 79) nicht enthalten kann, ist das Glied ihr Anfangs- 




















aymrleiefache Finkion von e Im | s BLZE I P 


rakteristik x, mit dem ee e ig +4 2 Se = vo, = o = 


Hat man nun zwei Charakteristiken von ®: = mit dem A 


ik, pı + kops 1 + k,p,) 


fangsglied e und y’ mit dem Anfangsglied = 


BR 


hp tbpt-- +) und ist %,. Y >0, so entsteht das Anfangs- a 
glied von y’.y” durch Be: dieser A Denn E 


des Gliedes er, + #,9n) von y at dem ( li le 
Be Lu) von y”, so kann das System j- Ei 
Yan = 1 Hu 5 nichthöheras  %, Ss er m, E- 3% 
A, Ans, nichthöher as AST, u | In A 
(k, +2) (k,+l,), .»., (k,+L,) nicht höher als (x, +A), % Fa ven ( + 4 
sein. Man schließt daraus Sn 
,=h 4, li, 2 DE eh hmly..d 
Ferner müssen die Ungleichungen bestehen: 
“Ik, WIE m+rl2i Hl 
Da k ‘=z0 ist, muß sein 
0, Wh Tl 

Ist nun 0, 1,=0, so ist das Glied. Sr ° = E 

tt +1) ID Be 
höher als e | Rt ir i a: 

+algı + (% 7 ha) pa + 12 = (#, + 1, DR 


x, und A, ae ei = ne = 7 
Map rapt-- IP) N Fan tin a) 
die Anfangsglieder von y' bezw. x” wären. Also ur Ä 


eh Los aclie Regel über das ee des « Prod ii es 
ist bewiesen. TA 





— 18 —. 
= unterliegen, so bilde man für krQ: 


k 


\ Be x Kı ER : u Se 1) ) 
ar fr —0O | | 
Bee DE Eu I ge 2 Er oyık I 


Man erhält, wie man durch wiederholte Anwendung der eben be- 
_ wiesenen Regel erkennt, eine Charakteristik mit dem Anfangsglied 


A aarhat thp) Jetzt schließt man wie. bei ungeradem n 
weiter, und man findet den Satz 


Ib. Eine einfache Charakteristik von D enthält auch für gerades 
n ihr höchstes Glied nur einmal. Zu jedem möglichen Anfangsglied 


ap tat tkm) kZk>: .>k,>|k,) ) gibt es eine 





R and nur eine einfache Char akteristik. 


Es sei A (s) ein irreduzibler Homomorphismus von ®, (n = 2v). 
Die zugehörige einfache Charakteristik sei y(k,%,...,%,). Man 
bezeichne mit « die Substitution 


















= % =1,2,..,n-—-]) 
ent, 


Dann stellt auch H(w"'su) einen irreduziblen Homomorphismus $* 
von ® dar. Um die Charakteristik zu berechnen, hat man nach 
sInurs = $(p,9,..., 9,) zu setzen. Dann wird aber 


u'su—=%S(, p,: de 


"Daher entsteht die Charakteristik von $* aus y(k,,%,,...,%,), wenn 
man @, durch —g, ersetzt. Es sei zunächst k,=0. Dann sieht 
"man leicht ein, daß das Anfangsglied von y(k,, k,,..., k,) nach Er- 
‚setzen von 9, durch ehatapr tina ind, 
Daher hat 9* die Charakteristik 7 (k,, Kenn —K,).. Da beim 
Ersetzen von p, durch — , dieser Ausdruck dann in y(k,, ky, ».., %,) 
BR übergehen. muß, so gilt ie entsprechende Tatsache auch für r, 0: 
Istn = 2v und ersetzt man p, durch —g, so geht y(k,ky ...,K,) 
im pl, li un ,, —k,) über. Wegen der Symmetrieeigenschaft der 
Charakteristik erhält man dasselbe Ergebnis, wenn man bei irgend 
einem Winkel das Vorzeichen abändert. 
2: = = Es sei n=2 (mod4). Ersetzt man p, durch — op; so ist hier 
ayegen, der Symmetrieeigenschaft das Ergebnis das gleiche, wie 
wenn man bei allen Winkeln das Vorzeichen abändert. Dann geht 
| = aber 2 Glied der Charakteristik in ‚das zonjneiert komplexe 


über, es gilt also hier ; 
Y(k,, Dee FE, Ken —%,) Fa y(k;, le, 0) k,). 


Man erkennt, daß in diesem Fall die einfachen Charakteristiken 


nur für k, = 0 reell sind. Ist n#2 (mod4), so sind ale (ha 


rakteristiken reell ($ 1). 
Ist jetzt n wieder beliebig, so bilde man wieder die Produkte 


Eh ei N 


Y Y Tr en n=2v-+]1) 

(17) ya —ky yo —k; 0:3 eb 1” | Ä 
a a ik 

oder Zr ae. allen a 


Diese Produkte enthalten in jedem Falle y(k,, %,, ..., k,) und zwar 
genau einmal, da sie das Anfangsglied genau einmal enthalten. 
Das entsprechende Produkt aus den Determinantentransformationen, 
bezw. den zu x” 


genau einmal. Da die Produkte ganze rationale homogene Homo- 
morphismen von D sind (d. h. die Koeffizienten des s zugeordneten 


Elementes lassen sich als ganze rationale homogene Funktionen 


‚der Koeffizienten von s schreiben), gilt das Gleiche auch für 9. 
Ist ferner n#2 (mod4) oder im Falle n = 2 (mod4), k,—0, so 
sind die Produkte aus den Determinantenformationen, C® und 07 
reell; daraus folgt dann‘), daß 9 sich in diesen Fällen durch Ähn- 


Eahkeitstransformakon reell machen läßt. Im Falln=2 (mod 4), | 
k,-=F 0 geht das sicher nicht, da noch nicht einmal die Charakte- 


ristik reell ist. 


II. Jeder irreduzible Homomorphismus von D ist ganz yational: er 
und homogen. Ist n&2 (mod4), so kann man durch eine Ähmlich- Se 
keitstransformation erreichen, daß er reell wird. Ist n=2 (mod A), 


so geht das dann und nur dann, wenn im-Anfangsglied 
uk pt kpr::-+ k,p,) 


der zugehörigen Charakteristik k, = V ist?). ae 


1) A. Loewy, Über die Reduzibilität der reellen Gruppen linearer Substi- 
tutionen, Trans. of the American Math. Soc. Bd. 1, 1903, 8.171; I. Schur, Bei- 
träge zur Theorie der Gruppen linearer homogener Substitutionen, Trans. of the 
American Math. Soc. Bd. 15, 1909, S. 159. 


2) Vgl. hierzu Schur AIII, 84. — Aus den Resultaten der in 1) ge 
nannten Schurschen Abhandlung kann man noch schließen, daß man die auf- 


tretenden ganzen rationalen Funktionen im Fall der Realität mit rationalen Koeffi- 


und x, gehörigen Homomorphismen 0‘ und Ci” 
enthält also den zu -y(k,Ä, ...,%,) gehörigen Homomorphismus 


Dr EITE FE 








zienten, im andern Fall mit Koeffizienten aus dem Gaussschen Körper P(i) an- En ER Be 





. 


LAS 


ä Mit Hilfe der Produkte (17) sollen noch einige weitere Tat- 
sachen abgeleitet werden, die später von Bedeutung sind. 
 Hilfssatz 1. Enthält die einfache Charakteristik y(k,, ky, :.., K,) 


das Glied. AA ptrmptt% m) so muß 


. (18) | x, +44 +2, <Skh,+k,+'.k, 

sein. Ist ferner n = 2v, so gilt außerdem die Kongruenz 
“1: tat +, =h,+tl,+-+%, (mod 2). 

- Schließlich gilt 4 n = 2v, k,=0 falls in (18) Gleichheit steht, die 

Beziehung x, = k,, falls aber 
u +%,+.. +2, =htk,+.: +h,—2 
ist, die Beziehung #», Zk,—1. | 
Der Beweis aller dieser Behauptungen erfolgt in der Weise, 

daß man zeigt, daß die angegebenen Relationen für alle Glieder 
des in Betracht kommenden Produktes (17) gelten; a fortiori gelten 


sie dann für die Glieder von y(k,,ky,..., %,). — Für alle Glieder 
Paar lrP) Ton X. gilt, wie man unmittelbar sieht, 
A, +1,+. +1,20 


Fi die Glieder von x,’ gilt, da nur Glieder der v-ten elementar- 


2 symmetrischen Funktion von e'”', e "P! ...e®, e” '""” auftreten 
können und ART) zu > gehört, 


| | | ++: +4, <v—2. 
Es . Daher gilt für alle Glieder  "PtFrRT Pr) des Produktes (17) 


Bern, = )22, u): + DE, —b)+ok, 
u —=k,+k,+.:+kh,  (n=1(mod2); n = 0 (mod 2), k,=0), 


tat, Z(k—k)+2(k,k)++@—1)(k,,—|k,)+ (v2) K,| 
Ben tkrt.-+k.,tk, (n = 0 (mod 2), k,—<0). 


r 5 Für n — 2, k,> 0 setzen sich die Glieder "Fat rm) 


r) v= 

des Produktes (17) durch Multiplikation von %,—%k, Gliedern von 
7% k,—k, Gliedern von y,...,%,_,—k, Gliedern von x,_, und k, 
= Gliedern ‚von ‚y, als Faktoren zusammen. Alle diese Faktoren 
haben die Form SEE SEAN. & —(, +1. Sollx,<k,—1 
‘nehmen kann. Man hat dabei zu beachten, daß für n = 2v die bei Zerlegung 
2 der v-ten Determinantentransformation auftretenden Homomorphismen sich in 
Be dieser "Weise schreiben lassen. 





Se Anee 


— 





sein, so muß einer der folgenden drei Fälle eintreten: 1. In allen 


k, von y'® stammenden, Faktoren ist &, = +1, in mindestens 
zwei anderen Faktoren ist 2, = —1. 2. In mindestens einem der 
aus y” stammenden Faktoren ist , = —1. Dann muß bei diesem ? 


noch ein anderes &,=0 sein, da arrrt HPA nicht zu 
y, sondern zu x,” gehört. 3. In mindestens einem von y,” stam- 

menden Faktor ist s,— 0. Dann muß bei diesem noch ein anderes 
&, = 0 sein. Außerdem muß dann noch entweder in einem andern. 
von x” stammenden Faktor &, = 0 sein, oder es muß in einem 
nicht aus y,” stammenden - Faktor &, = —1 sein. In allen diesen 
Fällen verschärft man leicht die oben durchgeführte Abschätzung zu 


+++, Shtktec+i,—2, 


Damit ist der letzte Teil der Behauptung Dean in ähnlicher a 
Weise zeigt man die anderen Teile. | 
Nach demselben Prinzip zeigt man auch, daß für n = 2v 


Y(k,ky...,%k,) als einziges Glied der Form ee PTmpr BD 
mit 4, = k, u = ki 34% hu, das Anfangsglied Ne 
3a pı + apa ++ krp,) | Sue 


enthält. Daraus ergibt sich dann Bar 
Auch für gerades n ist das Anfangsglied des Produktes zweier eo 

einfacher Charakteristiken das Produkt der Anfangsglieder der beiden = 

Charakteristiken. ? 









S 3. Einige Hilfsbetrachtungen. 


In $2 ist gezeigt worden, daß man zu jedem irreduziblen 
Homomorphismus 9 von D ein Kroneckersches Produkt aus Deter- 
minantentransformationen angeben kann, das ihn enthält. Wie 
man leicht sieht, ist eine Determinantentransformation einer r ortho- 







Grad m zerfällt, und zwar vollständig. Setzt man in der zu ( 
gehörigen Herne Form die letzten m Variabeln gleich 0, 


so erhält man eine positiv definite Hermitesche Form, die b 8% 
den Substitutionen von 9 ungeändert bleibt. $ bildet also eine ne w- 


—; | | — Il — 
. Hermitesche Gruppe. Bei passender Schreibweise (vgl. die Seite 9, 
Anm. 1 zitierte Arbeit von Hurwitz) ist auch die k-te Potenz- 
' transformation einer orthogonalen (unitär orthogonalen) Matrix 
wieder orthogonal (unitär orthogonal). Es gilt also die Regel: 
 Irreduzible Homomorphismen von D, Potenztransformationen, De- 
terminantentransformationen von D, Kroneckersche Produkte aus der- 
artigen Homomorphismen, -Potenztransformationen von Potenztransfor- 
mationen von D usw. bilden Hermitesche Gruppen. 
Bei passender Wahl der Variabeln bestehen sie also nur aus 
unitär orthogonalen Substitutionen. Als Hermitesche Gruppen 
sind sie alle vollständig reduzibel )). | 
Für zwei irreduzible Homomorphismen einer endlichen Gruppe 
gilt der Satz, daß ihr Kroneckersches Produkt dann und nur 
dann die Hauptdarstellung der Gruppe (d.i. die Darstellung, die 
aus lauter 1 besteht) enthält, wenn der eine Homomorphismus ähn- 
‚lich zum konjugiert komplexen des anderen ist. 
Es handelt sich nun um die Übertragung dieses Satzes?). Es 
seien A und B zweiirreduzible Homomorphismen der Grade % und 
! von ®. Sind A und B zusammengehörige Matrizen von A und 


| B, sind ferner &,,%,,...,%, und Y,, Ya ...„, y, unabhängige Variable, 
undist | | 
(20) | @) = Al); y) = PW), 


so ist, wenn durch xy die kl Produkte x,y, bezeichnet werden, 

| @y) = A= Bley). 
Daß A><B eine lineare Invariante hat, ist gleichbedeutend damit, 
daß es eine Bilinearform M(x,y) in den & und y gibt, für die für 
alle A von A und alle B von 3 aus (20) 
| (21) >= Ma, y') er M («, Y) 
‚folgt. Ist M die Matrix von M(@,y), so ist (21) gleichbedeutend 
mit | 
4:M:B == M,; 


22) MB — A"'M. 


ee Auch die Matrizen A’ bilden eine irreduzible Darstellung W* von 
Nr D. ‚Es ist dann | 


-1)H. Maschke, Math. Annalen Bd. 52, S. 368. 
2) Zu dem folgenden vgl. W. Burnside, Acta math., Bd. 28, 1904, 3.369. 
| 2 
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Da M +0 ist, folgt‘), daß W* und 8 ähnlich sein müssen, nd 
daß M bis auf einen Zahlenfaktor eindeutig bestimmt it. Da 
alle Matrizen A aus X nach $1 nur Wurzeln vom absoluten Be- a n 
trage 1 haben, haben W" und A?) dieselbe Spur, also sind A* und ; 
A ähnlich®). Es folgt daher, daß W> 3 nur dann eine lineare 
Invariante haben kann, wenn A und 8 ähnlich sind, und dßn 
diesem Falle die Anzahl der linear unabhängigen linearen Invari- 
anten höchstens 1 ist. Sind aber A und ® ähnlich, so sind auch 
A* und B ähnlich; man kann dann M -=FO so bestimmen, daß (22) 
erfüllt ist. Die ns ekaht Überlegung ergibt dann, daß A\<3 
wirklich eine lineare Invariante hat. Nun ist W><8 vollständig 
reduzibel; daher stimmt die Anzahl der linear unabhängigen 
linearen Invarianten mit der Anzahl überein, die angibt, wie oft 
A><'B die Hauptdarstellung enthält. Geht man zu den Charak- 
teristiken über, so erhält man den | 


Fr 


Hilfssatz 2. Sind y, und x, zwei einfache Charakteristiken von 
D, so enthält x,x, dann und nur dann die Hauptcharakteristik (d.i. 
die Charakteristik, die aus lauter 1 besteht), wenn x, —= 7, ist, und 
zwar dann genau einmal. ER 
Man kann nach Hilfssatz 2 auch entscheiden, wie oft das Pro- = 
dukt zweier zusammengesetzter Charakteristiken die Hauptdar- 
stellung enthält. Sind y,, x, und z, drei einfache Charakteristiken 
von D, so enthält y,1,x, so oft die Hauptcharakteristik, wie I» an SE 
Xı la Ne wie y, in x, x, enthalten ist. e 
Hilfssatz 2*. Sind x, x, und x, drei einfache Charakteristiken 
von D, so enthält y,x, ebenso oft %,, wie x, in %,%; enthalten ıst. 3 
Bei der Anwendung dieser Regel ist zu beachten, daß die ein 
fachen Charakteristiken nur dann nicht reell sind, wenn n=2 (mdd) 


und das Anfangsglied HM tan tn) mit rk, +0 ist. 


Im Anschluß hieran soll noch eine Betrachtung ganz anderer = 
Art durchgeführt werden. Es sei r<n-—1; @,@,...,«, seien 
nicht negative ganze Zahlen. Die Anzahl a .der linear unab 

hängigen linearen Invarianten von za 











PP.) x Pu, ®) xx #8) )) 


1) Nach den Sätzen I und II der in Anm. 2 auf 8.5 zitierten Schurschen $ E 
Abhandlung. Diese Sätze werden im folgenden noch mehrfach verwendet werden. 
2) Mit A wird die zu A konjugiert komplexe Matrix bezeichnet, ebenso 
mit A die zu U konjugiert komplexe Gruppe. a 
3) Vel. Anm. 1 8.10. nn 
4) Die k-te Potenztransformation werde, wie üblich, mit P, bezeichnet, 3 > = Br. 





ge 


läßt sich bekanntlich auch anders deuten: Man wende auf r Va- 

. riablenreihen x”, x®, ..., 2” von je n unabhängigen Variabeln 
ar = (0, 22,..,0%) gleichzeitig eine Transformation s aus D 

an. .J sei eine ganze rationale Funktion dieser Variabeln, die bei 

Anwendung von s ungeändert bleibt, wie auch s in D® gewählt 
ist. Ferner soll J in den Variabeln der Reihe x“ homogen von der 
» Dimension «, sein ((=1,2,...,r). Dann ist @ zugleich gleich der 
_ Anzahl der linear unabhängigen Inyarianten von diesem Typus. 
EN Nach einem Satz von Study) kann man alle. diese Jayazıangen 
”»  J ganz und rational durch die inneren Produkte 
X | To = u x” + a a9 +.. ‚+ a9 2% 

darstellen. Man bestimme auf alle möglichen Weisen nicht nega- 

tive ganze Zahlen d,, so, daß | 

(94) Te 
in den x” gerade vom Grade «, ist. Dann lehrt eine einfache 
algebraische Betrachtung (die in All auf S. 309 durchgeführt ist), 
daß die Gesamtheit der Produkte (24) ein vollständiges System 
‘von linear unabhängigen Invarianten J bildet. Bedeutet D,-, die 
Drehungsgruppe in a—1 Variabeln, so kann man hier eine ana- 
loge Betrachtung durchführen. Man findet hier als vollständiges 
System von linear unabhängigen Invarianten J dieselben Produkte 
(24), wo b,1, Din: d,, denselben Bedingungen unterliegen. Dabei 
ist hier natürlich unter J,, 


ER +9 "+: AT RE (0) 
zu verstehen. Man schließt, daß die Anzahl der linear unab- 
hängigen Invarianten J für D und D,_, dieselbe ist. Die Anzahl 


der linear unabhängigen Invarianten J für D,_, ist wieder die 
Anzahl der linear unabhängigen linearen Invarianten von 


Be; (D,-ı) > Ey 2 2377 Pa): 









- Daher ergibt sich 

 . Hilfssatz 3. Itr<n-1, sind a,@,...,«, nicht negative 

ganze Zahlen, und bedeutet D,_, die Drehungsgruppe in n— 1 Variabeln, 

80 enthält P,(D) x Pu,(®) x > P,(®) ebenso oft die Hauptdar- 

stellung von D, wie Pu, (Dr) X Pa, Dr-) x x Pa,(®.-,) die Haupt- 
darstellung von D,_, enthält. | | 


1) E. Study, Leipziger Berichte 1897, S. 443. 
9% 
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Die Hilfssätze 2 und 3 bilden die Grundlage für de späte Unter- 
EREHUNG: 





$ 4. Über den Zusammenhang zwischen den Homomorphismen N 


der Gruppen ® und ®. 


Ist n ungerade, so lassen sich die Homomorphismen der er- 
weiterten orthogonalen Gruppe ®’ sofort auf die der Drehungs- , 
gruppe D zurückführen, der Fall hat kein besonderes Interesse. 


Es sei n = 2v; H(t) sei ein Homomorphismus m-ten Grades 
von ®. Ist s in D enthalten, so setze man 
His). — Kg). 


Dann bilden die Matrizen KX(s) einen Homomorphismus & von D» 


Man bezeichne mit « die Matrix, die aus der Einheitsmatrix n-ten = 


Grades E, entsteht, indem man in der letzten Zeile die 1 durch 
—1 ersetzt. Ist F(s) irgend ein Homomorphismus von ®, so liefert 
auch F'(u”'su) eine Darstellung. Diese werde im folgenden mit 
F*(s), bezw. %*, bezeichnet, analog seien die Bezeichnungen auch 


bei anderen Homomorphismen von ®. — Man setze 
(25) H(u) = 
Dann gilt: 
(26) Mm: — Ho —= Hw) — E, 
H().M = H()H(w) — H()H(u"su) = M.H(u"su) 
(27) K(s):M — M&K* stars. 


Die Gruppe 8 kann reduzibel sein, dann kann man sie schon zer- 
fallend annehmen. Es soll aber gezeigt werden, daß 8 nicht mehr 


als zwei irreduzible Bestandteile haben kann. Wäre das nicht 
richtig, so enthalte etwa ® als Bestandteile R8,&,T,U. Datei 
soll von AR, T und U Irreduzibilität vorausgesetzt werden, während 
& auch reduzibel sein kann und auch ganz fehlen darf. Bi 


passender Bezeichnung kann man dann (27) auch schreiben 





Ri) 0 0 i | M, M, M, 2 
*. - 818)>.0 + 
* * T(s) : * | 
= ee si a 
(MM, MM) (RS 0,0) 
] rk e * || * S*(s) 0 0 
| ER * || * * T*(s) 0 | 
| Wr De EEE | * “x U* (s) ] 








a ; 
Dabei sind Größen, die nicht weiter interessieren, durch das Zeichen 
* ersetzt. Komposition der ersten Zeile und der letzten Spalte 
‚links und rechts ergibt 


R()M, = M,U*(), RM, = M,U*. 


Es kann nicht M, = 0 sein; denn sonst stände in allen Matrizen 

von 8 und in allen Matrizen von 8.M, d.h. in allen Matrizen von 
9, in der ersten Zeile, letzten Spalte O0; dann könnte es in 9 nicht 

n’ linear unabhängige Elemente geben, nach dem Burnsideschen 
En Satz!) wäre 5 reduzibel. Also ist M, eine quadratische Matrix 
. mit |M,|+0. Die Zeilenzahl von M, ist gleich der Zeilenzahl 
von M,, folglich auch gleich der Spaltenzahl von M,. Daher kann 
man die Matrix bilden 








Bo ) (E0oo00] 
KR 2 .20:0 
Ion 3ER 015 F’eiooEo 
(0 o -m; m, mr) (ooma) 


kt man sich auf 9 eine Ähnlichkeitstransformation mit dieser 
Matrix angewendet, so erkennt man, daß man von vornherein an- 
nehmen kann 


M=20:’M=E. 


Dann steht aber in allen Matrizen von 9 = RK +&M an der Stelle 

von M, 0, und das steht nach dem Burnsideschen Satz mit der 

Irreduzibilität von 5 im Widerspruch. Also’kann 8 wirklich nur 
einen oder zwei irreduzible Bestandteile haben. 

a) Ist 8 irreduzibel, so folgt aus (27), daß X(s) und K*(s) 

ähnliche Homomorphismen von D sind. Ist die Charakteristik von 

2 Kfs) ae hy, ..u%,),, so ist nach $2 die von K*(s) = K(u"su) 

E Ele: „Ä_,-—k,). Es gilt dann also: 


Y(k, ke, 5 29 k,) Te Y(kı k,, | Pa —k,). 


a Also muß k,= (0 sein. Ist umgekehrt X(s) ein irreduzibler Homo- 
> morphismus, bei dem k, — 0 ist, so kann man N (N +0) so be- 
stimmen, daß | 


&) INTK6)N— K*(9) 


2% 


e ist. N ist dann bis auf einen Zahlenfaktor eindeutig bestimmt. 


Gr 1») W. Burnside, Proc. of the London Math. Soc. Ser. 2, Bd. 3, 1905, 
E92 28.480. Fa | 
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In (29) ersetze man s durch u! su 

(80) 2 NSRH)N-= K6). 5 
Aus (29) und (30) folgt, daß N” mit allen Matrizen der re - 
ziblen Gruppe 8 vertauschbar sein muß. Daher ist N’ vonder 
Form cE (c+0). Man dividiere N durch Ve, die entstehende 
Matrix heiße M; es gilt dann | Ä Papas n 


89) M=E M"'K()M= K*() = Klu'su) 








M ist bis aufs Vorzeichen eindeutig bestimmt. Setzt man 
H(6s) = K6), Hl) = 


so wird dadurch, wie eine einfache a ergibt, ein Home + “ £ 
morphismus von ®’ definiert, der irreduzibel ist, da ja & schon » 
irreduzibel war. Man kann also in diesem Fall & auf zwei Weisen 
zu einem Homomorphismus von ®’ erweitern. Daß diese beiden 
Homomorphismen nicht ähnlich sind, soll unten gezeigt worden, 


B) Enthält 8 zwei irreduzible Bestandteile, so sei 


(ls 












Eine analoge Betrachtung wie oben bei der Ähnlichkeiten te =E 
mation von $ mit P läßt erkennen, daß man annehmen kann 
Ve | 
Aus (26) folgt dann 
NR NEED: | 
Mit Hilfe einer einfachen Rechnung schließt man weiter 
| R*(s) = $(9), Z6) = 


| a er 4 (0 
2) A)-KO-(, mo) Ha-lzo) 
Geht man umgekehrt von irgend einem irreduziblen Homomorphis- 
mus R(s) von D aus und definiert 4 mit Hilfe dieser beiden Re- 
lationen, so sind (26) und (27) erfüllt; man erhält daher einen 
Homomorphismus 9 von ®’. Es fragt sich nur, wann dieser irre- 2 
duzibel ist. Gehört zu R(s) die Charakteristik y(k,, %,, ..., %,) und 
ist k, = 0, so bestimme man wie oben unter a) dazu die Matrix, == 
M. Dann wird auch durch | Be 
= Bad | (MO & 
0-20) 20= (6 _m) 


ee 


ein Homomorphismus 9, von ®’ definiert. Für alle Substitutionen 
t aus ®’ stimmen die Charakteristiken von H(s) und H,(s) überein; 
da aber H,(s) reduzibel ist, kann A(s) nicht irreduzibel sein. Ist 

‚dagegen in der Charakteristik p(k,, k,...,%k,) von R(s) k,#0, so 
ist 9 irreduzibel. Denn sonst könnte der durch einen irreduziblen 
Bestandteil von 9 erzeugte Homomorphismus von D® nur R(s) oder 
R*(s) sein. Es ist aber schon gezeigt, daß man diese Homo- 
morphismen von ® nicht zu einem Homomorphismus von ®’ er- 


' weitern kann. Nach S2 kann man in jedem Fall alle Matrizen 


_R(s) unitär orthogonal annehmen. Dann sind alle R*(s) = R(w" su) 

und daher auch der durch (32) definierte Homomorphismus 5 von 
D' unitär. Jeder irreduzible Homomorphismus von ®’ kommt in 
einem solchen 9 .als Bestandteil vor, muß also selber eine Hermite- 
sche Gruppe bilden. Alle irreduziblen Homomorphismen von D', ferner 
alle Potenztransformationen von D', Kroneckerschen Produkte von Po- 
tenztransformationen von D’, usw. bilden Hermitesche Gruppen. 

Den letzten Teil Here Aussage erkennt man analog wie bei 
der Gruppe D. Man kann jetzt die Schlußweise vom Beweis des 
Hilfssatzes 2 auch hier anwenden. Beachtet man noch, daß nach 
$ 1 hier alle Charakteristiken reell sind, so erhält man den 


Hilfssatz 4. Sind xy, und x, zwei einfache Charakteristiken von 
D', so enthält y,x, dann und nur dann die Hauptcharakteristik von 
D’, wenn 4, — x, ist, und dann genau einmal. Ist x, eine dritte 
einfache Charakteristik, so ist x, so oft in x,x, enthalten wie x, in X, %s- 


Es soll jetzt gezeigt werden, daß sich diejenigen irreduziblen 
Homomorphismen #3 von D mit der Charakteristik y(k,,k, ..., %,), 
für die k, = 0 ist, auf zwei wesentlich verschiedene Arten zu Ho- 
momorphismen von ®’ erweitern lassen. Es sei A die lineare Cha- 
rakteristik von ®’, bei der allen eigentlichen Drehungen 1, den 
anderen Elementen von D’ —1 zugeordnet ist. 9, sei ein Homo- 


_ .. morphismus von D’, der aus A durch Erweiterung entsteht, es sei 
> 9, —= ASQ,. Dann, soll bewiesen werden, daß 9, und 9, nicht 


ähnlich sind. | 
Wären sie nämlich ähnlich, so enthielte 9, ><$9, nach Hilfs- 
satz 4 die Hauptdarstellung von ®’. Durch Multiplikation mit A 


erkennt man dann, daß 9, ><9, A als irreduziblen Bestandteil ent-- 
hält. Nach Hilfssatz 4 enthält aber 9, ><H, auch die Hauptdar- 
stellung von ©, also muß dann der durch 9, x 9, erzeugte Homo- 





morphismus von ® zweimal die Hauptdarstellung von D enthalten. 


33 Es handelt sich aber dabei um das Produkt R><NR, das nach Hilfs- 


satz 2 nur einmal die Hauptdarstellung von ®D enthält. Daher 





IN 


wird man auf einen Widerspruch geführt. Geht man zu den Cha- 


rakteristiken über, so können wir unsere Resultate so aussprechen: 
Hilfssatz 5: Zu jedem System von v ganzen Zahlen 
kLehz ko 


gehört für k,>-0 eine einfache, Charakteristik A® (k,, Ry ..., k,) von 


mir 
ET TAN 


DD, für k, = 0 gehören dazu zwei einfache Charakteren 


A® (k,ky...,k) und A”’(k,k,:...,%,). Man erhält auf diese Weise 


alle einfachen Charakteristiken von D'. Betrachtet man die Charakte- .“ 


ristiken nur für eigentliche Drehungen, so güt: 


A” (k,, hy. k,) = ylkı,k bayıc« k,)+y(k,k bye [2 BR —k,) für k, — 0, : a 


A” (k,, k,, Se k,) an A (R,, % 271% k,) = Bi y(k, k DIE N k,) für k, FE 0. 


Schließlich läßt sich die die zum Beweise des 
Hilfssatzes 3 in $ 3 führte, auch hier anwenden. Mit Hilfe des 


Studyschen Satzes findet man: 


Hilfssatz 6: Es bedeute D,,, die Drehungsgruppe in n+1 Va- 
riabeln. Sind &,, &s,..., a, nicht negative ganze Zahlen und itrzn, 
so enthält P,(D)X< PD) x: P, (9) ebenso oft die Haupt- 
darstellung von ®’, wie P, (Dar) > Pa, Dar) >: x Po, Dar) die 
von D,,, enthält. 


II. ABSCHNITT. 


$5. Über Kroneckersche Produkte aus Potenz- 
transformationen von ©. 


Es sei a=0. Dann sei p, die a-te Wronskische Funktion von S 


ipı —ip ip, —!i Bee 
en er e—r fürn—dr 


1; ei Pe RER er EP fürn 2v-+1. 
Man setze fürrk, Zh, 2. Zk,>0, n=2v: 
Dh, ky.. on Te a ee 9) 


(33) I'(k,, k,, ”) ku 0). = a y(kı Bas: ES En, 0), 
| kr a Pk,ky...,k) = ylh,lo. ih): 


Jede Charakteristik von D® (n = 2»), die ungeändert bleibt, wem 
man p, durch — p, ersetzt, enthält ebenso oft y(k,,...„k,,,A) wie 
Yllyı.„A%u,—k,) (vgl. $2). Man kann sie daher als Summe von 


Charakteristiken T'(k,, k,,..., %,) darstellen. 








| _- 3 — 
»Hilfssatz 7: Jedes T'(k,,k,,...,k,) läßt sich in der Form dar- 
stellen Te | 
= Ilk, has Rs) ar DEP VD: 
i & 


v 


. 


wo für alle Gitterpunkte «a = (a, &,, es c,) 
% ee 
ist. 
Beweis: Es sei zunächst p, die a-te Wronskische Funktion 
von n unabhängigen Variabeln ®,,®,,...,@,. Man bilde 


| PR, Pa+1 Pe to—1| 
d’= Pr—1 Dr, A Ne, i 


Pi eh PR v2 er 2 


Dann ist leicht zu sehen!), daß d eine ganze rationale Funktion 
von ®,,.@,...@, von der Dimension %,+A,+---+k, ist, deren 
- Leitglied bei lexikographischer Anordnung der Glieder 

k, k; k, 
00.%7.005.2,.. 0, 
wird. Man setze jetzt 
für n = 2v o, = ei PR, 9, = e'F8 (0-1: 2 a v) 


fürn—=2r+1 ©, — ee, 9, = ee, SE Ar RE 
Dann geht d in einen Ausdruck der Form 


523 Bacı PpttPpt'+%P,) 
% 


über, wo +%,+:+%,=%+l,+-:+%, ist. d bleibt unge- 
_ ändert, wenn man 9,9, ..., p, irgendwie permutiert oder die Vor- 
zeichen bei den Winkeln abändert. Daher gibt es eine Darstellung: 


(84) Re DE ER 
A 


2 3 wo stets , ++. +4, =k,+k,+ +, ist. Das Anfangsglied 


 Eyon:d.ist e 


i(khptkpt rip) Daher kommt in der Dar- 


a = stellung (34) von d T(k,, k,, a) k,) einmal mit dem + Zeichen ser 


‘und sonst nur Charakteristiken, die niedriger als I’(k,, k,, ..., k,) 








1) I Schur, Dissertation, S. 49. Man kann auch statt d die Determinanten 


Alkyl... k,) nehmen, die in $ 6 eingeführt werden. 






















d= nm y+2& Lern 7 = 


wo für alle u RE =% - > 
utt Hetesh a a 


Dabei ist a B,+P,+: Be 

Non 181 70.9.9, 1 
satz 7 schon für alle T(uw,,u,, 2 
' wiesen sei, für die u niedriger als k Er so folgt an aus 0) a n 
_ die Existenz einer Darstellung ne 


(86) er la lan Bo) Pa Pay Das 


wo stets +, + +0, en >, ist. 28 & | 
Damit ist Hilfssatz 7 Eee Man kann bei der Darstellung | 
(8) diep, =1 weglassen, für die « = 0 ist. wa 
i Die Drehungsgruppe in n—1 Variabeln. we mit Dun 
zeichnet. Es sei n—= 2» gerade, m 4); Pa und 7" 2 ; u 


3 
S 
BE 
F 
IV 
n 
IV 
bs 
Rt 
S 
IV 
Sb 
3 


ee DE 


Pa 


p, und F(k, k,..,%,); es sei also pi die a- 8 Wronskische Fun 


* D ; iQ, im 
tion von e S Pı Pa ‚e & Be x 


Hilfssatz 8: Ist für en = =; = U it, die Darstellun ] 
nach (86) I € = ee ; 
Thule s = =2 z 2 Pr, b N Fa 

so ist: | | ER ER Ss 
Th, k,, ne k,_.; 0), — 2a Die 2 De, Bu: > Bay 


& 


e eye 


wo « in beiden Summen dieselben tens durch 
‚die Vorzeichen bei entsprechenden Summanden Bene. sind Ä 
Beweis: Es sei | 


3) Tl, k,) = 2+ ED 
nn Zt Dada Dan 
: j e3 3 


Bildet man Read 15 oh, Ze hu) so kann man es in iss 


> s 





N v7 Ki; Kos 
ha a 


folgt also 





schreiben | 
(39) (2” (A, R,, 20.87 k,_,))" > Pe, De, .. Da; : 25 ZiPs, Po, PL Pay. 
es -wird 

40)  T’= - Po, BE Res 2 Po, Po; Poy,_, 


A Dabei durchlaufen oe und o in (39) und (40) dieselben Gitterpunkts- 
 mengen. Nach Hilfssatz 2 enthält die Charakteristik auf der 
linken Seite von (39) genau einmal die Hauptcharakteristik von 
-D,. In (89) ist auf der rechten Seite jede der beiden Summen 


eine Charakteristik von ®,_,; stellt man sie beide durch die ein- 
fachen Charakteristiken von ®,_, dar, so enthält die erste Summe 
also einmal mehr die Hauptcharakteristik von D,_, als die 2, Summe. 
Stellt man ebenso in (40) rechts die Summen durch die einfachen 


. _ Charakteristiken von ® dar, so folgt aus Hilfssatz 3, daß auch 


hier die erste Summe einmal mehr die aktöharakteritik von ® 
enthält als die zweite Summe. Stellt man also TI” Iinear durch 
die T’(%,,%,...,x,) dar. (was auf eine und nur eine Weise geht), so 


kommt I'(0,0,...,0) genau einmal mit dem +Zeichen vor. Man 
kann auch I’ Kalos durch die T'(#,,%,, ...,%,) darstellen; es sei 


: (41) = 2 dT(A,, Ay: ur A,) ar 2 di, T (u,, Us. Un 0), 
Bye Ce u 


wo -; 2. —ı,>0 und Re a re ee —0 ist, 


und wo A und u gewisse Mengen von Gitterpunkten durchlaufen, 


' die keinen Punkt mehrfach enthalten; d, und d, sind dabei ganze 
Zahlen. Aus Hilfssatz 2 und (33) ergibt sich, daß die Charakte- 


ristik T(a,a,...,a,) T(b,,b,...,d,) nur dann die Hauptcharakte- 
ristik von ® enthält, wemo = >b,2,0, =D, ist: Sind 
diese Bedingungen erfüllt, so enthält das Produkt einmal oder 
zweimal die Hauptcharakteristik, je nachdem a, = 0 oder aq,>0 


ist. Die Darstellung von T” durch die I'(x,%,...x%,) kann man 


finden, indem man (41) quadriert und dann alle rechts auftretenden 
Produkte durch die einfachen Charakteristiken ausdrückt. Dann 


kommt I'(0,0,..., 0) mit dem Koeffizienten 22) d4 + Dd} vor; es 
- & eg 


rar nd, = 


> Daher sind ir Zahlen da: == (5 a nur für ein System u d, + 0 
und zwar 4, —= +1. Also ist 


Be (42) EI er £T (K, FRE u 1) 0). 


Setzt man in (88) 9, = 0, so wird», = p\+plaı ++ Dos wie 


man unmittelbar sieht, und daher ergibt sich 


I a ea = 
« | 


wo ß+ß,+""+ßB_, <kt+k,+:-+k, ist; also. nach (87) 
(43) Te IE > pda 


Daher enthält T für 9,— 0 das Glied ze TR P-), DR 





also enthält T ein Glied +e (kptkpttkumnt kp) Da = % 


T' sich nicht ändert, ‘wenn man 9, durch — 9, ersetzt, kann man EN 


annehmen %,=0. In (42) muß das + Zeichen gelten, da sonst TI 


‚nur aus Gliedern — ap tr ap rt: tor) bestände. 


Ist % (gpı + un ++99,) ein Glied von 
!’—= T (u,, Us, +4 U, 0), 

so ıst nach Hilfssatz 1 

0, +9,+.- +0,20, +14: +0, 

also: | 

(44) k, + h, Se er k A er Br a en A re U,-ı- 

Da andererseits in 


T' (k,, Konz ... k,_,) = Er a# 9a Pa:- Pan, 


stets ar ans sr «u, Zk+tk,+t a ‚_, ist, gilt für alle Glieder 


& 


RR a ne et 


Nimmt man für FUMFEeRT To) gas Anfangsglied 
R mp tmprt +. Pr) 


so folgt: | 3 
(45) ee a A 

Wegen k,=0 folgt aus (44) und (45): k, = 0 $ 
(46) tt tn = tt + : 


Dann muß für 9, = 0 e 





i(u, pı +1» p+: +1 %-) : in 43). u 


im Summanden IT’ (k,,Ry,..., %,_,) Personen und mit dessen An a 











ra 
fangsglied übereinstimmen. Also folgt: 
| w=eh,w=hk,... uw, =kn 


(47) Er EIS rlh: rn 0) N We 2.D..W; 


In $4 sind für die en von D die Symbole 


le), Alk Ayo. 0) und A® (hy, hy... un, 0) ein- 
_ geführt worden. Über die ne Indizes ist dehe; noch nicht 


verfügt worden. Es sei eine beliebige Matrix von D, r, sei die 
a-te Wronskische Funktion ihrer Wurzeln. 


Hilfssatz 9: Es sin — 2» gerade. Itkh ZZ. Zk>Z0, 
T'(k,, hy.,%k) = DEP“ Per 7 
& 


v 


die Darstellung nach Hilfssatz 7, so ist bei passender Bezeichnung: 
AR (k,, le,, Sn k,) = = Sur Nr, 27 ER Va, j 
& 


dabei durchläuft in beiden Summen « dieselben Gitterpunkte, die Vor- 
Zeichen bei entsprechenden Gliedern sind gleich zu wählen. 


Beweis: Es si, 21,>..Z=21_,2=0,n>2. Dann gibt es 
nach Hilfssatz 8 eine Darstellung 


Tliyly..,1,0) = > = DR-PRe > LR, 


Also gibt es ein Produkt pp, pp, :.:Pp,,, das Illu... 0) 


enthält. Man denke sich die Charakteristik von D’ VErB, TB, 


in einfache Charakteristiken zerlegt: 


v5, NB, N ad“ Al, by, Dan, RER 0) Ar (4, b;; 3 1,0) 
| | +3 A (U Mar: &) 
u 


E 2, (3 A” kn Ay. y Ähm 0) se Ar (Ay Ay Ay Ö)). 


- Dabei durchläuft A alle lerpaukda uhren —d, 
ER a Ausnahme von /,1,..,1,_,0; u durchläuft alle Gitterpunkte 

nz. 2u>0. den nicht negativen ganzen Zahlen 
Een, Fe ,r7,54 Sind nur endlich viele von O verschieden. Be- 
MR chtet: man (48) nur für die Matrizen s aus D, so geht r, in 
: : pP, über, 4° (x, %, ...,%,) In IT, #4, ..., 2%) (8 4). Daher wird: 


Kae? Pg,Pg, 2 -PB,., "RE (d” + a) Pil,by..., hi 0) 


ar 2 (r7" +r7) Ilre Ay in Ayanı 0) + - 5% Pla, un. 2) . [). 


















Nach Voraussetzung ist 102.00. Rs seien m a. 2 
v nicht negative ganze Zahlen; es sei analog 5: = 

N) D gw Be 
se un GC A (h b;, Be ua 0) +24: (I, ne BAR lu 8 


DIES r > U a a En .iy Bi: + = 
(50) Be 


- 


(51) : aE >> (® + DT ac hu 0) 
Man nuliikkieiere (48) und 50), (49) und (61). Du me F der 


linken Seite Produkte von 2v—-1=<n Wronskischen ee" ha 2 
folgt aus den Hilfssätzen 3 und 6, daß vg,r5,...rg,_, 


ebenso oft die Hauptcharakteristik von ®'. enthält, wie 
DR Ppe nz ee 


7 


(0) „(0 (69) iD (0) ach, » (1) (0) sn Fa 
dc +d ra nn t% + re 


das. zweite Produkt die von ® nach Hitssatz 2:.IB- der 
fachheit 


(d® + d®) (c® 4. e*) & 2 we = ) (u H- x) Rt 2 z: ung , = FIR 


Diese beiden Zahlen müssen ash sein, also ist 


(82) OP LIDO A zer DW 19) raue — — on = 


ER E 


Da es sich um nicht negative a handelt, folgt Rn; Br 
(83) ' go D — go —_Q, 5 


Zu jedem System I denke man ich das System es AR. ER 
gewählt und setze jetzt zunächst «, = ß,a,=ß, .: en 
0, =.-0.25 Dann windsde —208, FR — c®; aus (53) fol 1 
d”.d® = 0. Vertauscht man eventuell die Beats 


RU 0) mit AO len DE 


so kann’ man annehmen d’’ =0. Da 1040 0 war, ist ; 


Denkt man BL je ga % RAR 2 Benele: 22 
5 Ehe Br 


. 
Pr 





a 


folgt aus (58) 
° FE Pd, Pr = 0. 
Kein Produkt r, r«,...?,, kann A® (ll, ...,1,_,0) enthalten. 

In dieser Weise denke man sich die Bezeichnung für alle 
Systeme  WZl,=.-Z1,=1, =) festgelegt. Dann kann 
man 7, ra, 7a, als Summe von Ausdrücken 4” (7,7, ...,r,) dar- 
‚stellen. Ist 


Fa! ‘To, 7 PP A A T,), 
T 

= : so ergibt sich für die Matrizen s aus ® 

| Pa, Pa,‘ Pa, = Alt ta: 7). 

? = T 

Daher folgt aus | 

T(k,ky..,%) = 


v 


ED Das Pas 


= Yalayı Fa, W: 2 b. w. 


A” (k,, hz, .,h) = 


Im Fall n—=2 sei 4” (0) die Hauptcharakteristik. Aus den Hilfs- 
sätzen 3 und 6 schließt man, daß », ebenso oft 4”(0) enthält, wie 
— T()=1 in p, enthalten ist. Dann kann r, A”(0) nicht mehr 
enthalten, es wird gleichzeitig | 


= 44” ()+ D 4” (Wu), 
u >00 


= ATOQ)+ 2 Ile) 
a u>0 
Man schließt dann wie im Fall n>2 weiter; der Hilfssatz 9 gilt 
auch für n = 2. 
Si Es sei n = 2» gerade. Es möge hier I’”’(k,k,,...%,) und 
x 29", für den Grad n-+1 die Bedeutung wie sonst I'(k,,k,,..., %,) 
- und ». haben. Es ist also p; die a-te Wronskische Funktion von 


Den m er 
)) > > 2 : 7 p) 
E Hilfssatz 10: It k, 2,2... =k,=0, so folgt aus 
(54) Tiefer Pa Dos; 
x & 


a 
& ; 


Beweis: Aus (84) folgt nach Hilfssatz 9 
(6b): kkysh) = DErafa: Fan 


& 





(56) I(a,,Q,,. 


I(a,4,:..,4, = 0, da zwei Zeilen gleich sind. Das Schursche 


A pie 


Ad 


Genau nach demselben Verfahren wie beim Beweis von Hilfssatz 8, 
wo man aus der Darstellung von T’(k,%k,...,%,,), die von 





T(k,ky,...,%,_,0) gewann, erhält man hier aus der Darstellung “ 
für A®(k,, Ry,..., k,), die nach Hilfssatz 9 genau der von I’(R,hy..,) 
entspricht, die von I’”(k,,%,,...,%,. An Stelle von Hilfssatz8 hat ge 


man den analogen Satz, Halesdti 6, zu benutzen; man wird uf 
Produkte von.2v = n Faktoren r, bw PD, seftihrt, und für diese 
gilt noch der Hilfssatz 6. In einzelnen Punkten wa hir dr 
Beweis sogar etwas einfacher als oben. | a 





$ 6. Darstellung der Charakteristiken von ® mit Hilfe == 
der Wronskischen Funktionen. N 


Es habe p, die Bedeutung wie in $5; für a«<0 werde , =0 
gesetzt. Ist u eine ganze positive Zahl, sind ferner a,@,...Q4, 
ganze Zahlen, so werde / Er 


N 


Pa, Pa,—2% Pa, +1 Pay— 3. at Pa, +u—1 Pa —u—1], 












a )= Pa,—-17 Pa, 3) Pa, Pa,—4: ... Pa,+u—2 7 Pa -u—2 7 
EISFUJDS = se 


“ . L} ® . . . [ . . ° . . ® ° [7 “ ® ® 
s 


Paun—u+1 —Pau-u-b Pau—u+2 Pa, —u—2, ch) Pa, —Pa,—2u 





4(a,, UPTIERE Au mE Da a er 
gesetzt. Besonders interessiert der Fall u = >, 
we, zw, 


(w) 


It 1=S20<vundsinda,n= a, = =a 
I (a, 4, ...,490,0,..,0) = I(0,4y...,@),). SR 


Ist a, = —1, so wird (a, a,...a,) = 0, da in der letzten Zeile = 
dann nur Nullen stehen. Ist für eine a, = a,,,-1, so wirdauch 


Handle lautet nun: Be 
III. Es gilt für n22, kZkh,=2-.-: Zk,>0 die Darstellung 


(67) Dh.) = Alb,kn..h)— | „Et u): 


Beweis: Die Behauptung ist richtig für n = 2. Hier ist ® ER 
eine Abelsche Gruppe, daher sind alle einfachen Charakteristiken RN 
linear, sie stimmen also mit ihren Anfangsgliedern überein. Esist: 


T(0) = 1 und fürk>0 T(k) = y(k)+y(-k) = rer ee Es 


1) Dabei ist p. mit «<< 0 gleich O zu setzen! 





ER Be ne, 
ER "nn © ser Pe 
# Ser : 


Andererseits wird: 
; k —;k 
PR = Pils R 4I(k) ee e Ye ne : a P, PP, > 4 (0) 


wie man unmittelbar sieht. Daher ist für » = 2-(57).richtig. Wir 
nehmen an, (57) sei schon für die Drehungsgruppe D,_, inn-1i 
Variabeln bewiesen. Dann sull (57) für die Drehungsgruppe 
D, = D in wVariabeln gezeigt werden. Es sei 2 zunächst un- 
gerade. Es mögen p}, T’(k,k,...k,), I'llkylas.n re die ent- 
sprechende Bedeutung für »—1 haben wie 2,, T(k, ku... %,), 
rk) d—D,. Die Be von I” ge En 
durch die Determinante I’(R,,%, ...,%,) liefert eine Darstellung 


von T’(k,%k,...k,) als "lineare Vorbindee von Produkten von 


v Wronskischen Panklasen p', der Art wie bei Hilfssatz 7. Nach 


dem Hiltssatz 10 überträgt sich dann diese Darstellung sufort auf 


Tik,k,...%k,). Der Fall eines ungeraden » ist damit erledigt. 
Ist n = 2v, k, = 0, so schließt man mit Hilfe von Hiltssatz 8 


analog wie bei ungeradem n. 


Wir haben allein für » = 2», k, +0 die Behauptung zu 
zeigen. Es gilt der | 


Hilfssatz 11: Für ,Z1, 2... Z1L,=0 ist 
(88) Il, RE 1)»; Br Any. en A,); 


dabei se für , &1 A alle Systeme Au.dy E A,, die aus 


byly...,0, durch Veränderung einer Zahl um 1 entstehen. Für I, —=1 
hat man das System Iyly.., 7,0 noch einmal hinzuzufügen. 

Das soll in $ 7 ee werden). 

Angenommen die Formel (57) sei nicht allgemein richtig. Dann 
suche man unter den Systemen k,, k,,..., k,, für die sie falsch ist, 
eins mit möglichst kleinem %, aus, und zwar nehme man dasjenige, 


‚für das bei Ieeikogranhischer Anordnung k,,ky,...,#,_, möglichst 


niedrig ist. Dann ist %A,>0, da für k, = 0 (57) bewiesen ist. 
Ferner ist a 
| D(l,t went) = AL nl» ‚L) 


_ für alle Systeme /, für die ,— k, ist oder 2, = k, und 1, 1,:: 1, 


niedriger ist als k,Aä,..,„A. Um die Behauptung zu beweisen, 
genügt es zu zeigen, daß Han auch für das wuhlbestimmte System 


Plrk..k, duch 


Th rs A le.) 


—— 





'1) Um den E Beweis nicht auseinanderzuziehen, soll der Beweis aller ver- 


Er wendeten elementaren Identitäten auf $ 7 verschoben werden. 


3 





ist. Man bilde | a, © 
(59) P= I(k,k Une Bl ey: Pi 4m %,; a un dh Ä * \ x 2 


5 | 
wo jetzt x älle Systeme durchläuft, die aus k,%,,..., BE; ul 

durch a einer Zahl um 1 entstehen, für, -l=1list 
Ilkyky..,%,_,0) zweimal zu nehmen. - Da nach Voraus et ee 
die Gleichung. Alk, hy: u, &—-1) = Eike a 2 = 
richtig ist, ist P eine Charakteristik von D. Gelten für ein 
System # nicht die Beziehungen , Z2»,2- AR 808 Be . 


%ı = % 1 für ein bestimmtes o sein; dann ist I (m, #...; x) —0.. 
Das Gleiche gilt, wenn (für k, a) „=-—1l we Alle diese... 
Systeme # lasse man einfach weg. Dann besteht nach Voraus- Ba 


setzung für alle Systeme x die Gleichung 
Ik Hy, %,) = - Ta, Hy. #,) 


mit Ausnahme allein des Systems %,,k,, Wi sonst stets 
x, k,ist. Es entstehe zunächst x aus * ne k —1 durch 


*% 9-1) k, 


Erniedrigung einer Zahl um 1. Nach Hilfssatz 11 gilt dann 
(60) \ J (%, Ay Et, %,) : P, =23 I(A,4 21.8 249) \,); 


wo A alle Zahlen durchläuft, die ans % #9 ...,%, durch Verände- 
rung einer Zahl um 1 entstehen. Da »,—<#, ist, ist ,<k, und % 
nur dann kann A, = k, sein, wenn A aus x durch Erhöhung dr 
letzten Zahl um 1 be in diesem Fall muß A niedriger als 
kaslig, -..,%k, sein. © Daher et nach Voraussetzung für alle A de 
Gleichung richtig: ee Ri ER 

Ale nz De Mar A); 


man darf also in (60) links und rechts / durch 7’ ersetzen. Unter 
den Systemen 4 ER kl... Zupnk,—1 vor, also folgt aus (0), > 
daß’ Ik... 6,1) in der Chataktentuk ER a a e 
als Bestandteil enthalten ist. Dann ist ylk..k, 2 Re en) ent- 
weder in P(%,,-..,%-,2,).2, oder in Y(#,....%,.,—%,).?, enthalten; 5: 
das andere der beiden Produkte muß y(k,%y,...4., —1i,+1) ent- 
halten, wie man erkennt, wenn man , durch — g, Sorsetah Aus Hilfs- 
satz 2* folgt, daß dann eins der Produkte Yy(k,,iy..,k,,%,—-1).p 
oder Yl(k,ka..„Ah_, —k,+1):p, als Bestandteil y (x, ---, %,) ent- Br 
hält; das andere enthält y(x,, #5... %,_, —%,). Daher ist == 


T (up d022,, 0) m Till Ansmann aD), 


enthalten und zwar im Falle k, 2, n8=.0380gar zweimal. 
trahiert man in (59) links und rechts alle diese I'(x,%,... 















Be: se 
für die » aus k,k,..., ES k,—1 durch Erniedrigung einer Zahl um 


1 entsteht, und für die /(#,%,....,%) #0 ist, so ist der links ent- 
stehende Ausdruck P’ noch eine Charakteristik von D, und es gilt 


3 Be Br Di = Alina u), 


wo u alle die Systeme durchläuft, die aus %, m „kuk,—1 
durch Erhöhung einer Zahl um 1 entstehen, ‚und für die außerdem 
eu =. =, ist. t 

Es Ai jetzt gezeigt werden, daß P’ alle Charakteristiken 


een D @=12..,9-1) 


„als Bestandteile enthält. Wie oben erwähnt, wissen wir schon, 
daß man bei allen dıesen Ausdrücken das Zeichen I durch £ er- 
setzen darf. Wenn die oben ausgesprochene Behauptung bewiesen 
ist, folgt aus (61), daß /(k,%,,...,%k,) wirklich eine Charakteristik 
von D ist. Es sei etwa schon für o=1,2,...,6o—1 gezeigt, daß 
die Charakteristik (62) in P’ als Bestandteil auftritt. Denken wir 
uns alle diese Charakteristiken nun in (61) fortgehoben. Dann gilt 


Hilfssatz 12: Für aZ26,=2-.-Za=0 hat 
4(a a a,) u yeamı Hann nm) 
„4, 


& 


das Anfangsglied eantapt Tu P) Beweis in STE 
Daraus ergibt sich, daß die aus ?’ beim Fortheben entstandene 
Charakteristik. das Antangsglied «XP, 


K= k, Par + kon Po-ıt (kt 1)9.+ hass Phrt't k,-, P,-ı +k,— 1)y, 
hat; daher muß P' auch die Charakteristik (62) für oe = 6 ent- 


- halten. Dieselbe Betrachtung ist auch im Fall 6 = 1 richtig, 


hier ist aber kein voriıeriges Fortheben von Charakteristiken not- 
wendig. Dann ist gezeigt, daß /(k,,%,,...,%,) wirklich eine Cba- 
rakteristik von D ist, als Anfangsglied Greibt sich nach Hilfs- 


% satz 12 ES Ra Da ferner die Determinante 


A(k,ky,...,k,) ungeändert bleibt, wenn man g, durch —g, ersetzt, 
muß sie ar Bestandteil I'(R,,%,,..., k,) enthalten. Um nachzuweisen, 


a - daß sie mit dieser Charakteristik übereinstimmt, hat man nur zu 


zeigen, daß keine weiteren Bestandteile in /(k,,k,...,k,) vor- 

kommen können. Wir setzen p, = 0. Jede Charakteristik von 

® geht dann in eine Charakteristik von ®,_, über. Das folgt 

sofort, wenn man die UBteEBEuuns von ® betrachtet, die durch 
3*+ 


Er a u . 
ae Rn I te 3 
t 3 . > N ERTE ER 
ERRE, “ ESTER x We: un 
Be Be Kuriah ir N: 
3 BE vn u 
2. ‚ en I 8 ver: Kun E x Paar 








alle Matrizen ee N mit D < 2... gebildet wird. Dies 


gruppe ist zu®,., isomorph; Ä jeder Homomorphismus von D lie 
also einen Homomorphismus von D,_,; die Charakteristik erhä 
man, wenn man in der Charakteristik von D die Veränder‘ ch 


y, = 0 setzt. Für 9, = 0 wird: Bi 
(63) M= Pat Pe + Hi+Bl Hl 2 a % 
Es sei 2 
(64) Be ne ee, 


Man setze k,,, = 0 ar bilde 


De > > 2 IS Wr 4,) 


ls ee Be +1 


-— 32. z [Pi -or0 — Pr g-o-a Ser E > Digero Pa,-g-a 
%ı %g == ee u 
Man addiere in der Determinante I die (o+1)-te, (o-+2)- te, 2. | 
Zeile zur o-ten Zeile. Dann steht in der o-ten Zeile, o-ten Spa e 


n 


k,— +6 > 3 A yrlite - zero > 
> (P; ul 12000 Ba >; (Die te er de SS $ 
»=K,ıVt6 0.0. 9#=k,-v+l+6 | K=humets 
ku +6 none, 
kur +6 ku 90 \ 


Dak,,-vto= — _ vyto<0ist, ist dies Fugen ee SR 9-0 = 
Führt man die Addition der Reihe nach für 077 = Des 
durch, so fulgt: Für Pr — (0 wird ae 


k, y 

(65) 2 Bes 3 ri (#,, Kar A, x, = FE: De -g+0 _p, 00-0 1 
| „=k, = kırı 
2 Alk, k Br Ky2229r Er | = | 
Nun gilt | Be 
Hilfssatz 13: It n-1= 2-1, „u,2.> 

so ist | Va 

I für #, + 01; | 


Bu RN d (#,, A 2 a für u Ve 


für 9, = 0 


—831 — 


Ih, )=2 Do. DD Lm..hu) fürk>0; 
x %,=ks #%,_, = k, 


Be, 2. ern.) firk—0: 
».=k, %,, =ky 


Also gilt: = 


er (66) Alk, k re. ‚k) — N > SE : $ '& TE 2%) 


% —ki Bene Ky, —E v 


* fürg,=0, won, =1 oder 2 ist, je nachdem ob k, = 0 oder 

| k,>0 ist. Für unser oben betrachtetes System A, %,,..., k, war 
k,2Z1, also ist in (66) 7, = 2 zu nehmen. 

Die Charakteristik /(k,,k,,...,%,) von ® enthalte nun außer 

. T(k,k,...%,) noch eine Charakteristik y(l,! 9.6). Da sie un- 

geändert bleibt, wenn man 9, durch — 9, ersetzt, kann man an- 

nehmen 7,0; /(k,k wen k,) muß dann auch T'(/,,L,,...,2,) ent- 

halten. Setzt man 9, = 0, so wird ea Tat Ta) 

das Anfangsglied von y(l,l,...,2,), daher enthält y(l,, 1, ..., 2), 

wenn man , — 0 setzt und den Ausdruck als Charakteristik von 

D,, betrachtet, T’(l,1,,...,2,_). Es muß also dieser Ausdruck in 

der Darstellung (66) von 4 (I, 3,4, %,) vorkommen. Daraus folgt: 


(67) BELSh EL Son, >21,>% 


v* 


Da ferner T'(l,,!,...,i) in I(k,k,..,A,%,-D.: B: enthalten ist, 
so schließt man: wie oben aus Hilfssatz 2, daß I’(l,,/,,...,2,).p, als 
Bestandteil T'(k,, k,,..., %,_,%,—1) enthalten muß. E Non ist für 
ne alle Glieder ag + he: Fi+4,9Q,) von PiL, en, 1,) nach Hilfs- 
satz I A ++ +4, =<1,+l,+-:-1. Für alle Glieder von », 
ist die entsprechende Summe +1, für alle Glieder von 
3 Tk,ky...k,,%,—1) nicht größer als ,+l,+ +, +h,—1. 
 Dain T(k,ky...k.,k,—1).p, das Anfangsglied 


5 | En N hptkypt +uPp) 

et von I'(l,,l,,...,!,) vorkommen muß, folgt 

_ @. K=hbtktot+b,+(kb-1)+1 
, = k+khte+kZu+,+.+,=L. 


z Umgekehrt ergibt sich, da T’(l,,1,...2,).P, 
Ai? pt +, Pt (k— 1) 








enthalten muß: & REN: ee 
IH SatuH le - = A 


h .: et j 


Aus Hilfssatz 1 folgt ferner K= L (mod. 2): so das also eine « \ 
beiden ER IEN besteht RD, > ER 


(69) Base L=K.de L= K- 3 








Es entstehe nun Kae: das Glied 
Kr + ks 2 er te EL FE + (k, en =D um 


in I’ (,1 ER, 1). Pp, durch Multiplikation von 
| a 


x 


in Rt ER 4) und e VEPg in D., (&, a2 + #1). Dann ; ist Br 

Mt: +4, = ktk,+t: +, u Bi 

wtatr tm = K oder Wert tm ne K=2. 

Aus w+tn,+.+m,=L folgt daher | : Er | 
tt = L-2 oder rt tn — 

Aus Hilfssatz 1 ergibt sich im 1. bezw. im- 2. Falle e: 


„>|, a bezw. HZ 


die Richtigkeit a, ER Er PER sr: 
Tl, Be De = Al Re we ae 228 


da l,<k, und I Be als I: ist. Nach a hat nt 
9, = 0 


ee wre. 
BR 1, ..n »h) SER wi = I > PD’ (A, Aa 
=h,,= ne nam ERBETEN ER 1 B E 
He nn 3 oder 2 | | 3% A - 


Alle Glieder dieser Samme müssen in der Summe ee 


kı \ N \ & 24 
2 > BEME @ er ... =E 7 I hu RN} ‚k wi \ 


nk, ehe et v 


FRER 


Bene ....0e 





ER vorkommen, also folgt in Verbindung mit (70) 


„hy... =k, 


Dann kann nicht auch /, = %, sein, nach (69) bleibt nur der Fall 


ı, = k,-—-2 übrig. Taizt an man aber auf einen Widerspruch 


geführt, denn 
TE TIL... h).D, = Ih 2 u.) 


kann nicht To ky..,%,_,%,—1) enthalten, weil ja das Anfangs- 


glied. ei Datkpttkp) von (71) zu niedrig ist. Nach 


dem früheren mußte aber (71) die Charakteristik 


r (k,k 2° ,k RR. ER 1) 


AI Bestandteil enthalten. Daher enthält JI(k,ky...,A,) außer 
T(k,,k 9... %,) keine weiteren Bestandteile, also .gilt 


I(k,,k var Kb) 7% Ik, hi; eh), 


und III ist allgemein bewiesen. 


S 7. Hilfssätze über Determinanten. 


Es sei im folgenden wieder für a=Z0 p, die a-te Wronskische 


che Funktion von 


IB u ARE EA n=2v-+1); 


| Ay 


Apr. —igy, ip, —ip 
INT A ER (n = 2v). 


/ Q, bedeute die A-te oneitensmmeteiche Funktion derselben 
| Variabeln. ‚Dann gelten für a=n die Formeln 


Toys | A N 
| (13) a Pa A P3: a C, Pan E O, Pa-n 7 0 ); 


.. Es werde jetzt (im Gegensatz zu früher) p. für a<0 so definiert, 
daß (73) allgemein gilt. Man findet dann: 


i 2 (74) = P-a-n nm er 202% ; 
eo =, - mn. ll" 


" Bezeichnet man mit 07 die A-te elementarsymmetrische Funktion 


ri ‚e ’® ud ist {= 2r, 1Sı%v, so 

















ee 

wird, wie leicht zu sehen ist, ren 
; : ee Sue: 

(€) Kae et) RuRSER 
(76) Pa C, Bart Pıa == + t Pa-t u y Ben; SR 
wo p® die a-te Wronskische Funktion von SEE, 

i —i Ü —_i 
ES EEE REAL T NT für n= 241 


ip pr 


i —i N 
e Per e Per A : für n = 2 - 


bedeutet. Man setze für alle a 

Kep Ga = Pa Dan 4 = Da — Din 
Dann folgt aus (76) | ne Re 
09 RE ee ne c” G = . Be 
Da. “ ist, kann man das auch schreiben: 


Dr (9. u da-t) u er (4e- Sr 025) + > -<E (Gm 17» at da-ıcı es 2 2 


(78) + - 109... 5 09 


die BR N 
(79) D(k,, he: k,) ar 12%, —g+0 pn, ad E 3 ® 


Diese Determinanten nie sich.von den früher betrachtet en ® 
Determinanten /(k,,%,,...,%,) nur dadurch, daß in ihnen. für 5 "2 
p?. anders definiert ist. Es ist nun: 


Pry-.r0 7 Pr, D=0. ut) org+0 + gr ee R: ; ZE YP ne T, R 
Eine einfache Determinantenumformung ergibt dann S ehe 
80) Dill kn) = [Una Ups + App +2 Oh et a 


Es sei 1 = =: k, a er :Sh>0. Multipliziert man i 


(- 1)" 02,,..., die -te mit — C“® und addiert sie zur (+ 1) pr 
Spalte, und führt man das hintereinander für = »v—1, v— En BE: 2%1 
durch, so findet man Bee (78) 


(u-2) (un. as 


Dek,k FRSEN h,) = |%, -g+1? gi o-g+2? er “ er REEL 9: | N 
Dann kommen 9,9,.:.,9, in der (r+1)-ten Spalte nicht n 
vor. Jetzt ist unmittelbar zu sehen, daß D(k,k MEER k) das . A: 


fangsglied AA Ark Au Pu) hat. Durch eine "analoge U 
formung erkennt man, daß für irgend v+1 3 Zahle 
kydy..., Z%,,, die Gleichung gilt: 


(81) D(kd EN ZEer 0. | 








An ce 


Zunächst si n= +1; >>... =%,>0. In D(k,k,...,k,) 


kommen nur Wronskische Funktionen p, mt az>2-2v—= —n+1 
vor. Ist «<0, so ist dann nach (75) auch bei der neuen Definition 
7, =0. Es wird dann also: 


2) Die, ah) Ale). 


- Bei geradem n, 1=u=v, kommen diejenigen p,, bei denen die 
alte und die neue Definition von einander abweichen, nur für 


u=v, k,=0 vor. Es handelt sich um p_, = —p,. Man findet 


- frk>h>..>h,>0, 1<u<v 


arte h)= Ilkyky.nk), (u<v oder u=», h,>0); 
Dikyky.c. Ku) —=2I huhu. Ku) =» k,—=0). 


Aus (82) und (83) folgt dann unmittelbar die Richtigkeit des Hilfs- 


Be ın 86, da für. hZz.-- k,>0, 1 =ov; 


Di(k,,k,..,k,.) das Anfangsglied at arr tr) nat, 


Ben 2yı ri, =h,Z-- Zk,.,2Z0. In Dih Ra.) 


vH — LER 
können p, mit negativem a und p, + 0 nur dann vorkommen, wenn 


eek, —=0Oode ku—=ht ist. Für.k,, =1 lautet 


die letzte Zeile in der Determinante D(k,, k,, ..., A) 


0, 0, 223 0, Po Pı 7 Po 


. m S(k,k,..,%,) aber .0,0,...0,72,?, Alle übrigen Zeilen 


stimmen überein (k,=k,,, = 1). Daher wird in diesem Fall 
En...) 2, D-n-4l,ks..., I) 
(84) Iknkacn iD) = Ilkyky.. ko). 


Ist k,., = 0, so lautet die letzte Zeile von S(k,ky ..., k,, 0) 


-0,0,..,.0,», und man findet unmittelbar 


(85) Ale; Be 0) AH ss): 

Im Falle 1,2 wird aber | 

(86) N PC N 

"Die Formeln (84), (85) und (86) ergeben aber den Beweis von Hilfs- 


"=satz 13. 


Es sei ....,a_,,4_,, 04 9, @g ...; eine Folge von beliebigen Zahlen 
Glan, seien m ganze Zahlen. Man betrachte die Matrix mit 


m Zeilen und (m +1) Spalten 





(@, Gar ha q; Fr bs er ar 5 2 4, m RR 
a, * Or +4, Fl gi8 “) "rt en 3 


ee 


“ au nie . ee VASE ee . 


u 


[3 
f f 
















[e;,; @ 2 ARE %y a d;, 4m tr; u 


Die Determinante. die aus M durch Streichen der u-ten Spa 
entsteht, werde Er 4, = yo weten) Persia also ee 
6ı=- 1%, ara Han 0; mat gut? 


au +a, I ° De 4; grm TR am 


2 


Es werde Or Bra d 0 EN, 25 gesetzt, also, 


d(i,? EEREURE dr) 3 KR 4; gut ED. m + gem 


(% Es m 


| Ferner sei ©, die A-te elementarsymmetrische Funktion. von. 


ip ESEL SE i ER ER 
en 0.3 Fr zer AT Im. C, a Er 


(88) MR ae: ee, 


wo x eine gewisse Menge von sa im m-dimension ER 
Raum durchläuft; es ist #, = 0,1 oder ee ee 


Hilfssatz 14: Bei diesen Bezeichnungen, gilt die Identität \ 
(89)- | 6, = 3% a en 4,.), ‚ds =; um 
Win Ban > en er 


wo % dieselben Gitterpunkte wie in (88) durchlift, 
Beweis: Die Behauptung ist trivial im Ball Es 
u=m-+]1; Ontizu ei 1, du, we ii Yg: But 


Für m = 1 ist (89) rich . Es interessiert hier Br : 
= 1, und da wird | ee 


u Ra “ 


| , ee Lem Be Zac Dal, 


Es sei (89) schon für die Fälle B DES: m-—1 bewiesen. & 
folgt die Behauptung für’ die nee 'm-ten Grade 
‘Man entwickle alle Determinanten di +, u tr. | 
nach der letzten Spalte. Man findet dann für die rechte Seite | 
von (89) einen Ausdruck RE Er TER 


1) Natürlich ist es unwesentlich, daß in M die Elemente i in den versel 
Zeilen aus den Zr utenienE einer r Zahlenfolge gebildet Bugs Be 


In 








(0) 


Kr Bi Bo 
nt 


ER 
nv m 
Om E Q, -m43) D, + 2 1 (%; um 2 G; _m+ı) 1 
e=1 e=1 2 


m ii 
2 (Piytm-2 4 Gm) W, Zero Dir >27 


Dabei: Fedlenten U, V, W, Summen aus gewissen Unterdetermi- 


nanten, die noch a einem bestimmten Vorzeichen zu nehmen sind. 


Wir wollen zunächst etwa den Koeffizienten von q,,,+ @;-n4s 
untersuchen. Soll das Glied in der letzten Spalte von 


dl, T %ıy %, Sr Kys ı; + 4) 


vorkommen, so muß x, = 1 sein. Es tritt dann das Glied mit 
1A, +, %, +%5 -.., %„+%,) multipliziert auf. Es bedeute 


Oo die A-te BE Funktion von 


gi Pa Se KB ee RE i 7: a ePm e —tp, 2 


Dank stimmen dis Glieder von Cyun., für die «, = 1 ist, mit 
den Gliedern von e “pi .O),_. überein. Ist also 


C2 


ML 


x >; er (re p2 +73 Ps a8 + Im Pm) 
T . 


wo r gewisse Gitterpunkte eines (m — 1)-dimensionalen Raumes 
durchläuft, so findet man für U, den Wert 


= -NYNEDAaR Fr FT FT). 
T 


Da für Determinanten (m — 1)-ten Grades der Hilfssatz 14 schon 


bewiesen ist, wird 


U, = = 172% d.h, Ga ich 
W, hat denselben Wert, wie man ande erkennt.. Ferner findet 
man als Koeffizienten von Gm Ft und Q;ima + Gm nach 


demselben Prinzip 
de za + . ;e . . . 
EM ZEN Teashorn en Im) 


2 
Daher kann man 
m 


> Fr > En >3 n (4; 4m ar 4, —m+2 B U; +m-2 = A; m) Us 
Q == NS x ro > 


als Determinante m-ten Grades schreiben; es handelt sich um die 


- Determinante, die aus der Matrix: 


(G or er A; u m=1 + O -mın (@ D otm 5: 0; .-m) r(q (a har m—2 e Q,; gemte))) 


o0= an m) 

















durch Streichen Ber u-ten Spalte entsteht N, man an die Au 
drücke in der letzten Spalte in 2 Summanden | 


(@; ; otm + ga; ‚n) und (Gem 2 a, a 


so kann man entsprechend die Determinante als Fame von zw. wei 
Determinanten re Die erste der beiden Determinanten 
wird dann gerade Öutiy de. 4); in der 2. Determinante sind für 
u$m-—1 zwei Zeilen ech Im Fall u= m-1i vertausche 
man in der 2. Determinante die letzte und die vorletzte Spalte; a 
für m>2 ist sie — di, iy,..,3u); für nm—=2 dageaet Be 
| _ 2d(i,, Tale) 
Also folgt | v2 a . 
Zt, Cat rd) Em-l); Is 
CE 3 DIE LAUNE RER RE Alien ia) (= m—1, m>2); 
Er li on I) u in! a ws, a RN 


in (90). Soll @ mt @;, m, In der letzten Spalte von 
a a(i, Fa HH een int). 

| vorkommen, so muß = 0 sein, als Faktor tritt dann 

(— 1rHaß, Hay it Hg en ran) 


auf. Die Glieder von C,,-,, in denen x, 
gerade mit den Gliedern von Ou4-.+ ER: abei ist 
C', = 0 zu setzen. Es ist 0, = Ch. ‚Unter Ve von vr 
Hilfssatz 14 für den Fall m—1 erkennt man dann ähnlich. wie 
oben: E 2 Be 


er (70 Ourı (la dar den N + er u ie 3; Ei a Be 
Für u = 1 ist dabei d,(i, iy... 2.) = 0 a in zu setze 


für u = m setze man 0,,, (tl, ? bayern „= ar ze 
fe =(- Ru u+1 (ü , on or Dapmes hr) ml: . Vo-a, bar Be Em | 
Man kann dann ee ee Be: * 


m 


Di Rz , +m-1 + Gens P, == 


als Summe zweier Deternnehten. m-ten Grades schreiben. EB 
handelt sich dabei um die Determinanten, die aus % 


ia; Ri) Ki 2 nn Aiam-ı Fon. @; #m=1 Er 9 .mtı)) .e= 1,2, r 








EBARS er 


_ durch Streichen der (w-+H1)-ten bezw. der (w—1)-ten Spalte ent- 


stehen (u #1, m). Für u = m hat man nur die zweite dieser 
Determinanten zu nehmen; für u = 1 ist die Determinante, die 
durch Streichen der 2. Spalte entsteht, zweimal zu nehmen. In 
diesen Determinanten stimmen im allgemeinen die vorletzte und 
die letzte Spalte überein. Eine Ausnahme tritt nur ein, wenn 


ezl—m.odr utl=m+l 


ist. It 1<u=<m, so ist das nur für u = m-—1 der Fall. Hier 


ist also die erste der beiden Determinanten nicht notwendig 0, 
und zwar wird sie gerade d(i,,,...,7,, m>2. Frru=1,m=2 
“wird die Determinante, die durch Streichen der zweiten Spalte 


entsteht, gerade d(i,,:,), Für u = m und für u = 1, m>2 sind 


die fraglichen Determinanten 0. 


Ber oder FD, — db, 2, ..,7,) oder DD, —2d(i,t,), 
je nachdem ob a $£m—1 oder v= m-—-1,m>2 ode u =1, 
m = 2 ist. Aus nn und (42) ergibt sich: 
= „2, FF +2, >= Sy li} 233° 2) 
für jeden der Fälle. Damit ist Hilfssatz 14 en 


Hilfssatz 14 ermöglicht es, die Unterdeterminanten m-ten 
Grades der Determinanten D(k,,k,,...,%,..) (vergl. (80)) als Summe 


von Determinanten D((x,,%, :- -, %,,) Ass aställen. 
Nun gilt nach (31) (im Fılseiden Sei stets 2 = 2») 
(93) Der 0 


Die letzte Zeile in dieser Determinante lautet nach (74), (75) und (77) 


0, 0, er! 0, Gst0es 9,49% 


Durch Entwicklung der Determinante nach der letzten Zeile findet 
man 


(94) 2p,D(k,, k,, Eee, k,) Sa 2p, D=Vd. 


Dabei bedeute D’ die Determinante, die aus D((k,k,...%,1) durch 
Streichen der letzten Zeile und der vorletzten Spalte entsteht. 
Aus Hilfssatz 14 schließt man dann sehr leicht 


(95) D' = Dia, #4... %), 
R f % 
WO #3... 4, alle Systeme durchläuft, die aus x,%,..., durch 
Veränderung einer Zahl um 1 entstehen. Aus (94) und (95) folgt 
(96) Pp,D(k, k,, arte k,) EB: 2; D (4, Hz, ei) #,)- 

% 











Jetzt sollen die Determinanten D dutch. die Deter 4 
setzt werden. Ist z,,, = #, +1, so wird 4 (x, %,, 2 I 
k,=2, so folgt aus (83) ) sofort | rn 


(97) Alk, ah) Alu s a 
. % ER, f 


Für k, = 1 ergibt sich | ERGO: a er 
(8) 2, kn, h) = DA, Aa 1%, 3) + DIR A a 0. 
% 


ur 


Ist k, = 0, so wird D(k,, yo —1) = Dfk,k, ne 
Ilkyky..,K,,—1) = 0. Aus (83) und (96) folgt dann: 1 


2p, 1 (k,, ke, u) »h) ur 234m, Az x a 


so daß (97) auch für k = 04eile, On enthalten 
Beweis des Hilfssatzes il inS$6. Die », sollen im folzennen immer 


IT“, 


eo daß die Rekursiohsfdrmel. erraten, irn so di 


Yhndyn,k) = D(kufy...K,) — -0+0 _p, er 
| (n N, bin | | 
ll. nk) rl, nk) = - D(k, ih A 
| 35 | Pag-ero 7 Prg-9-0 ne | it (m = 
Für u<v, gerades und ungerades n gilt | 
Pl Kar 00,0 — D(k,,k ven . 


Die letzte Gleichung von ur folgt sofort aus den n 
‚ersten Gleichungen. 


II. ABSCHNITT. nr: 
4% 8. Die ae der Charakteristiken. 5 


für alle ganzzahligen Systeme k zu definieren. ‚Es sei "aaa 
n ungerade. Wir setzen SA * | 


> Sin htr-oth nl Ei 
Be Ak ung WAR. 9° „R,) —— ß(,, I S +) 5 U, ; 


mit dem Nenner 2 definiert, die den Bedingunzens genügen 
>> En; 


bleibt, wenn man die Zahlen /,,1,. 


_— 1 — 


- Wir wollen jetzt fordern, daß ß(l) bis aufs Vorzeichen umgeändert 
.„l, irgendwie permutiert und 
die Vorzeichen der Zahlen beliebig abändert. Das Vorzeichen von 
ß(l) soll ungeändert bleiben, wenn die ausgeführte Permutation 
und die Anzahl der Vorzeichenänderungen beide gerade oder beide 


ungerade sind, im anderen Falle soll es sich ändern. Sind unter 


den Zahlen /,,/,,...,!, zwei dem absoluten Betrage nach gleich, so 
muß man notwendig fP(l) = 0 setzen. Für jedes System von re- 
duzierten Brüchen /,,/,,...,/, mit dem Nenner 2 wird dann durch 


diese Forderung ß(/) eindeutig definiert. Setzt man dann noch 
fest, daß (100) allgemein gelten soll, so ist damit y(k) für jedes 
System von » ganzen Zahlen definiert. y(/) ist entweder eine 
einfache Charakteristik oder das Negative einer solchen oder 0. 
Der letzte Fall tritt dann und nur dann ein, wenn: unter den 
Zahlen | 


a] to il 2, 1) 
zwei gleich sind. In den anderen Fällen kann man ‚sofort die Be- 
rechnung von y(k) auf die eines „eigentlichen* Symbols y(k’) mit 
ee 
- zurückführen. ; 

Die Determinanten 
Di(k, k,, ... k,) Sr | Ir,-g+1 In gr m Ing ... In -g+v a I -g-v+2 hs 


sind von selbst für alle ganzzahligen Systeme % definiert. Die 
Funktionen p, und q, seien dabei tür a <U wie in $ 7 eingeführt. 
- Vertauscht man in der Determinante die o,-te und die o,-te Zeile, 
so findet man 


EEE er k,) 
er Dihlye.., rn de 50 Oh): 
Für u #0,o, soll hier links und rechts an der uten Stelle die- 
selbe Zalıl %, stehen. Ferner gilt nach (74) und (77) 
(102) Ga = 1 Garır 


Multipliziert man in D(k,k,,..., k,) die Elemente der g-ten Zeile 
mit — 1, so findet man 


DiE.,.: „h)= —Dfk,.., kun +29, :.., R,). 
Setzt man Br — Bil), wo ! wie in (99) eingeführt ist, so er- 


gibt sich aus (101) und (103), daß sich B(/) bei Permutation der 


Zahlen 1, ,, un und bei Vorzeicbenabänderungen genau so ver- 


(101) 


v 


Ra 


hält wie ß(). Daraus folgt, daß die Gleichung des Satzes III* = 
(104) hy: De eek) (n = + = 


für alle ganzzahligen Systeme % gilt. N | 
Ist n = 2v, so setzen wir Sr ee 


(105) = b,+v—g 0-12. 
(1060) Pd) = linke) = Bllaly..,h) = BÜ). Ir 


Hier. ist also zunächst ß ne für alle ganzzahligen Systeme I dei 
niert, die der Bedingung 9. 








>; > >1 en 


genügen. Wir schreiben vor, daß ß(l) bis aufs Vorzeichen unge- 
ändert bleiben soll, wenn man die Zahlen Z,l,...!, irgendwie 
permutiert und eine gerade Anzahl von Vorzeichen bei ihnen ab- 
ändert. Das Vorzeichen von ß(l) soll dabei ung-ändert bleiben 
oder nicht, je nachdem die Permutation gerade oder ungerade st. 
Durch diese Festsetzung wird 3(!) tür jedes ganzzahlige System 2 
definiert und daher mit Hilte von (109) ) auch y(k) für jedes ganz 
zahlige System k. Ist k irgend ein Sy-tem von ganzen Zahlen, 

so ist entweder y(k) eine einfache Cıarakteristik oder das Nega- 

tive einer solchen oder 0. Der letzte Fall tritt dann und nur 
dann ein, wenn unter den Zahlen Re 


Ik,+v-e], geld.) 


zwei gleich sind. In den anderen Fällen läßt sich die Umrech- 
nung mühelos ausführen. Ersetzt man in y(k) 9, durch —Q, o 


“a 










sieht man leicht ein, daß dann stets pl(k,Ä,..,„A,.,k) m 2 
Mlkyken.sch,—k) übersche Ähnlich wie bei ungeradem n findet = 
man, daß hier die Gleichung des Satzes III 1 er 
(107) pls kn i)+ Pl en Rh) = Dh, ha .. u k,) 
für alle ganzzahligen Systeme % gilt. Man hat | BERN. 
Dikfy.,k) = Bilyla..,1) | | “ = 
zu setzen und zu zeigen, daß B(l, 1, ...,2,) sich bei Permutation ; % 
der Zahlen !, und bei AbaRdetane der Vorzeichen gnnn ent- 2 


sprechend verhält wie 


Bl, rn bu 1,) HF Br 1? In 2 Er —J,). | 2 4 > 
Dieser Nachweis ist sofort auf Grund ganz einfacher Deternina 3 


umformungen analog wie bei ungeradem » unter Verwendung von 
(102) zu führen. 


ee 
Wir können jetzt das Kompositionsgesetz aussprechen: 


IV. Es sei k,k,..., k, ein System von v ganzen Zahlen. Ferner 
Bram 3 


zZ zentrum t He) 
A 


eine (einfache oder zusammengesetzte) Charakteristik von D; A durch- 
läuft in der Formel. eine wohlbestimmte Gitterpunktsmenge L. Dann 
gilt die Formel 


Vlrka sh). 2 = DZrlkit io Atdy cn ta) 


- wo 4 genau dieselbe Menge L durchläuft. 
- Mit anderen Worten: Man kann das Produkt 


y(k,, ke, ee k,) ? Z 73 y(k,, hg, ... k,) . > ep P2 1 { ‘ar A,p,) 
A 


| bilden, indem man y(k,%,,...%,) durch gap rap: +k,p) 


ersetzt, ausmultipliziert und in der entstehenden Summe 
See pı +@Pet:''+99P,) 
8 | 
jedes Glied HH tFemt Ho) wieder durch Y(e,; 04 -.., 0,) 
ersetzt. | 
Beweis: Im Fall n=2, y(k) = ee" ist die Behauptung 
trivial, wir können n = 3 annehmen. 
1. Zunächst zeigen wir: Ist / ganz, 


eg = ee, 


woe2—= +1 ist und A eine gewisse Gitterpunktsmenge / durch- 
läuft, (die man im Fall q, = 0 leer zu nehmen hat), so gilt 


(108) Dik,k,.:..h).g=e ID(k + Se an 


. Dabei durchläuft A dieselbe Gitterpunktsmenge L. Für ! = 0 ist 


wegen q, — 1 diese Behauptung trivial; ebenso ist sie trivial, 
wenn , —=0ist. Der Falln = 2v, 1 = 1 ist ferner schon in 
$7 auf S. 45!) behandelt worden. Wir nehmen an, es sei >00 


© und (108) sei schon für 9,0, --., q.. gezeigt. Wegen (102) gilt 


| 1) Dort ist schon im wesentlichen die unten folgende Schlußweise ange- 
wendet worden, nur ist in diesem Fall eine kleine Modifikation notwendig. 


4 





a 





die Formel dann auch is ie A Es Bene dans) ds 
Formel für q, zu beweisen, und zwar dürfen wir annehmen: IE 
fürn =2v, !=Z1 fürn = 2v+1. Aus (81) ergibt sich 


DIE DIS UT ee 

Durch Entwicklung von D nach der letzten Zeile findet man E 
(109) 0 mr Di (9: eis 9-2») san D, BR E& Ts, ur I ‘ Be = 
Tr (> 172, (va Fos.)Fle 1).D,g,, R h Er AN % 

Dabei bedeutet D, die Unterdeterminante, die aus D durch Streichen ; Br 
der letzten Zeile und der o-ten Spalte entsteht. Man kann DD, 


nach Hilfssatz 14 berechnen. Es sei C, die A-te elomentarsymme- Sr © a, 


. . i —i i —i 
trische Funktion von ee „er eT'" 


















‚ und es sei 


(110) =. ge pHtrWmpTt' Fr U, Pr) 


‘wo u eine gewisse GIRBErpuuELsmENZE M, durchläuft. Dann wird 


(111) D,- pi tur, h, al Be „k, + uf), e=1, 2, Bi. 


wo u” die ee ae M 


r+1-0 


durchläuft. Insbesondere ist = 
D,., = Dik,ky...h,): - 


Diese Werte denke man sich in (109) eingesetzt. Man erhal dann 


ne 


rechts eine Summe von Produkten der Form D(x,, 2, ..,%):4: 
Für alle auftretenden derartigen Produkte mit Ausnahme allein 
von D(k,, k,..., %,).g, ist (108) schon bewiesen. Um zu zeigen, ” 


daß auch für RR Produkt (108) gilt, genügt es zu zeigen, daß 
man auch 0 erhält, wenn man auf der rechten Seite von (109) alle. a 
Produkte D(%,, x, ..., %,).q, nach (108) berechnet; also indem man FR 


D(x,, Ze 7%) durch ER ARTEN Er ersetzt, diesen Aus- 





2 durch D(o,,0,,...,0,) ersetzt. Ersetzt man alle Di, %, 2 

durch e 9 Ar Vo mp) ‚so geht nach (111) D, über in en; 

Jetta 

ek pı tkpe +: -- -+k,gp,) 3 ren Pı x Bafpa +: ; BEI 
= | | 





2 alkiplizieren, indem man es durch e 


wo u die Punkte von M,,,., durchläuft. Nach (110) ist das gleich 


e (kıpı + ka Bar it kp) C 


“ Oy4-93 
und daher geht beim Ersetzen von D(x,, %, ...,%,) durch 


ei pP +%Pe + +mP,) 
die rechte Seite von (109) über in 
ı Pı 22 kp, 
ES Er BR REN RBERT 
Bel at) + ern: 


In (112) ist aber nach (78) die geschweifte Klammer 0, jedes Glied 
| g(6ı ptRpt: iY +0,p 


» kommt also ebenso oft mit dem positiven 
wie mit dem negativen Vorzeichen vor. Ersetzt man jetzt wieder 


ner t: E59) durch D(6,,6,,.- +6); so kommt diese 


Determinante ebenso oft mit dem a wie mit dem negativen 
Vorzeichen vor, und man findet auch dann 0. Daher kann man 


wirklich das Produkt D(R, %, ...,%).g, nach der Regel bilden. 


2. Sind A, und 4, zwei nicht negative Zahlen, und ist 


Be Ze MP tePp+t' TB). 
@ 
(5, Ypı + 062Pa ++ 0,9,) 
— e ; E 
2 


so folgt 
Dikyly...h)., — DD(+0, ty. bot) 
re 


D(kky..1),0, = DD(ki+0n Kat ou oo rt 00:0, 
Q 


ES Sa De +g +0, k,+0,+6, ee k,+0,+6,). 
e 6 


Man kann also D(k,, k,, 5 „%,) mit 


dh, = nen 


ik, pı + hop +: + kvp,) ersetzt, 


Er ausmultipliziert und schließlich wieder die Glieder 








mp mp ++ P) 


5 durch D(x#,,%, ...,%,) ersetzt. Analog kann man D(k,k, ..., %,) 
_ mit Produkten g, 9,...g,, multiplizieren, ferner auch mit linearen 


4* 





m. 
Verbindungen solcher Produkte. Man kann aber D(l,,l,...) für 
irgend ein ganzzahliges System 2, /,,...,!, als lineare Verbindung 


solcher Produkte darstellen; also gilt Hr die ep ‚von. 2% 
D(kky...%,) mit Dill, ...&): Ist BR 


(113) D(l,! BUS, 1,) Sr >2 AI pı tgpa +: + A,Q,) 1), er 
1 FR 

so daraus ERS RR 
(114) D k,; kn. „K BL: D(l, l,; Iugr) I.) —+ >; D(k,+A,, Toy Ay en tk), 1 hi 
] 

wo A in ( 14 dieselben Gitterpunkte durchläuft wie in (118) und. Er 
dasselbe Vorzeichen zu nehmen ist. RT 
Nach (104) ist damit IV fürn = 2v+1 bewiesen. N 


$ 9. Fortsetzung des Beweises: Der Fall eines geraden n. = 
1. Es sei jetzt » = 201; ,=Z,=..=L,, =]. Aus (109 RE 
und (114) folgt dann hier: Ist ’z ER 


(115) y(l,-: 5 BE )+r(is-- u LE, — |) = ee > Te u 


DS 


so folgt Ei == E z 
Il >> KAUTzE BR ku k)+ Ylk:- Re) kun —%,)] Rat = 

5 I? (b, ea: = L,) + Y (lu=- Ezreg lu —1,)] a. Rs De 

(116) — rl ty. ha th rt A) | 2 = 
1 2 


| ® = An Han ar kun 3 Ay 37 k, =. A,). &) | £ 2 = ” 








Dabei durchläuft A in (116) dieselbe Gitterpunktsmenge wie n 
(115). Da die linke Seite in (115) ungeändert bleibt, wenn man ä : 
p, durch —9Y, ersetzt, kommt mit jedem System A,,...,A,_,A, auch 
immer (A, ...,A,_, —4, vor und zwar ebenso oft; man darf daher 
in der zweiten Summe in (116) A, durch — A, Ge 


| II = 2 y( k, I An, EX hey, ar 1 „kr Tr A,) ; ER r = 
SE n | a N 
Tr & Y (k, 7 A, .. k,_. er A; Tr k, + Ale 2 r ® 


(117) zeigt, daß man TI berechnen kann, indem man es als Summe 


1) Daß alle Glieder hier dasselbe Vorzeichen haben, folgt daraus, daß 0 
Determinante eine Charakteristik von D oder das Negative einer solchen oder 2 
ist. Es ist hier aber nicht wesentlich. 


und 


ae 


der beiden Produkte 


hy kh,). LAUZE nr DEukAlEe nl) 


y(k,, 0) Be AR k,) 2 [Y RS Ru 5 I.) Hr v(l, .. 1 in —1,)] 
darstellt und diese beiden Produkte näch IV berechnet. Damit 


ist aber aber noch nicht gezeigt, daß man jedes dieser beiden Pro- 
: dukte nach IV berechnen kann. Ist /, = 0, so wird 


y(h, l,, xD. Br I) = rn y(, I, Ya en Fr L,), 


und man schließt, daß man 
| Pl ni) 9er O) 
’ . +r(k, SR) ku ck,). Yllı -: nd ben 0) = SI 
in analoger Weise nach IV berechnen kann. Entsprechend kann 





"man für , = 0 


2,6505, [rn ae u WWF = #+II. 
Durie —=0, 0 = (rasch Fik,..,.%,,0). Pl. Zn OÖ) nach 
IV berechnen. 


2. Man habe eine Menge Z von Gitterpunkten A derart, daß 


> era TThP) die Symmetrieeigenschaften einer Cha- 


2 
rakteristik hat, ferner sei 
KOT: lol) = nplk, kl... Ki); n=Hl. 


R Dann soll gezeigt werden, daß die Gleichung besteht 


Se ..., k,-+4,) 577 nurkth, a nt kt A). 


Ist nämlich y(k,,%,,...,%,) = 0, so müssen die Zahlensysteme 
k+v—-1, ,+v-2,..,k, und k+v—1l, \+vV-2, ... 


aus einander durch Permutation und Abänderung einer geraden 


Anzahl von Vorzeichen hervorgehen. Es sei etwa 


(119) kt+Vv-0 = (ku, + 9%) (e =1,2,...,v). 


Dabei stellt «, «,, ..., «, eine Permutation der Zahlen 1,2,..., v 
dar; diese Permutation ist gerade oder ungerade, je nachdem ob 
ml) =1odrn—=—l ist. Die Zahlen e, sind 1 oder —1, 


eine gerade Anzahl von ihnen ist (-1). Dann gehen auch die 


 Zahlensysteme 


ER ET 





und 

















aus einander a: Permutation nd Aa, Ss g 
Anzahl von Vorzeichen hervor; man schließt dann leicht 


y(h+A,kotiy:: 2) = n.y(k+, has HH Orhan = 3 lite 
27 (kt A, Kathy Dr +9 | 


= Dr Pi t6A 2 Eh Erhug sen +81 2 


Wegen der ne: der Punktmenge T durchlän 
& har Esday ne Erd, ME A, A u An ‚dieselbe Menge 2, es ‚fol i 


(120) Zylkit Auhat in ht) — "Sr + Kurden | 


Ist y(k,, k,, ..., k,) =D: so muß es. ei verschiedene DR 
und 7 geben, so daß ee 
| k,+v—o = 8&.(k,+v-7), BE 
ist. Man setze in diesem Falle > a 
ha Or Ve el (u u > 
FEUER = na =,w—M ur en 


Ist also y(k,, k,,...,%) = 0, 80 folgt auch 
| art KotAy KrAge m 


Diese Bene zeigen, daß man sich beim Beweis de Ron a ä 
eg IV für das Produkt Ylk, Ran k,). zZ anf den < 
Flk,>h,>-.->k,,>2|k,| beschränken kann. 7 


3. Man bezeichne mit I, die einfache Charakteristik vo 


mit dem a Aber a) 1 <SI<v- > 


ui rl 1, )+r(Qh...1 2. 


Zunächst handelt es sich um den Beweis von Iv für er 
Y(k, ka... %,).T,. Nach dem oben Bewiesenen können wir dabei 
nen h>h>2-->k,>|k,|. Der Falk — 0 is schen. 
unter 1. am Anfang Be Paleran ar worden 3 sei 





die Gleichung folgt 


Daher 


etwa k,>0. Ferner ist dort gezeigt worden, daß aus 


er = ZetıP: +hp+t:.+4,9,) 
A 


[Ylk,.., kn kb) + rl nk) 
21) = Drlkith, ty. het) 


| rarlatd k,, +4 1) —k „tA,). 


Zu zeigen ist, daß y(k,...,%,_, %).TI, mit der ersten dieser beiden 
Summen übereinstimmt und y(k,,..., %,_, —%k)T, mit der zweiten 
Summe. Nun kommen jedenfalls alle Glieder von T), in der /-ten 
elementar-symmetrischen Funktion von 


0 —i i 
a ar NE RR 


vor. Daher sind die Zahlen A, alle 0, 1 oder —1. Es kann nun 
sein, daß die Zahlen k, +4, k,+A, ..., k,+A, nicht den Bedingungen 
k,+h,Zkh+,Z2.-Zk.,t+tıh,Zzh+4,20 


v-1 = 


m ip, N) 


genügen. Dann ist entweder 


y(k, +4, kö-h LR on k,+ 4.) 0 
oder es ist 


y(k, +4, ke, +4, ee k, +4) = Eyla * a %,); 


ws =z2%,2.:>2%_,2|x,| ist. In diesem Fall müssen die Zahlen 


#,.+v—1,%,+v—2,..,0, aus k +4, +v—-1,%,+4,+v-2,..,k,+4, 
durch Permutation und tlSehs a Kernen Anzahl von 
Vorzeichen hervorgehen. Da aber die Zahlen ,+4,+v-o=0 
sind und von den Zahlen «,,%,,...,”, höchstens x,<0 sein darf, 


darf kein Vorzeichen abgeändert werden. Daher muß x, die kleinste 


der Zahlen %,+4,+v—o sein, alo „=%,—1. Folglich kann 


man setzen 


(122) SIR TI IHR, +) EN Eyes.) 
, A % 


wo 2%,2'.'Z2%,2=2k,—1 ist und ähnlich ist 


(123) Dylkta, Th Ay en But hun hy +4) = Zt rlan m BERN 


me "zu z2-weh—l1 ist 


1) Tatsächlich stimmt sogar, wie man leicht sieht, T, mit der elementar- 
symmetrischen Funktion überein. 





BET N RR 


Um a IV im Falle ,>2 für y(h, ky:., hu, K). r und. 
Ylkyıs An, —%,).T, zu beweisen, hat man nur zu zeigen, daß im 
ersten Produkt keine Bestandteile 


? (0109. -,0,). mit sg, + —=o,, > lo, rund, = 


vorkommen, im zweiten Produkt aber keine Bestandteile mit 0, >0; 
denn dann muß das erste Produkt mit der Summe in (122) über- = 
einstimmen und das-zweite Produkt mit der Summe in (123). Es ER 
genügt ferner, die eben ausgesprochene Behauptung für die B- 
standteile von p(k,, ...,%,_, %,).I, zu beweisen; die Behauptung 
für y(k,..,k, —%,).T, folgt dann, wenn man 9, durch -y, er- = 
setzt. Im Fall %, — 1 treten in den Summen auf der rechten 
Seite von (122) und (123) Bestandteile mit «, = 0 bezw. u =0- 
auf; wie man leicht sieht, kommt ein derartiger Bestandteil 
»Io,; 22 0,50), a und (123) gleich oft vor. Andererseits 
enthalten p(k,,..., %,_,D).T, und y(k,...,%,_, —1).T, diesen ‚Be- 
standteil ‘gleich ve wie man erkennt, wenn man g, durch —o, 
ersetzt. Daher genügt es zu zeigen, daß y(k,,..., %,_, %).I, keine 
Bestandteile Y(91, ...,9.,.9,) tt 20,2. =0,,=]|o| und 
0,<0 enthält. » 
4. Es sei zunächst ? —= 1. Enthielte y(k,,k,...%).T, em 
(01,0% ::,9) mit 9,<0, so entsteht das Anfangsglied von 
Y(0,, 035 .:.,0,) durch Multiplikation eines Gliedes von y(k,ky..,l) 
und a, Gliedes von I‘. Aus Hilfssatz 1 schließt man denk, | 
leicht (wie schon früher) 2 


L—=g+9 ‚Skt+th,+t: tk,+1= RR 


Nach ee 2* enthält ferner auch y (e,, 0, :-., 0,)I, als Bestandteil 
kn Kn k,), es folgt analog K=R+1, also |KÄ=-R|=1. Er 
. setzt man 9, durch —9,, so sieht man, daß y(k,..„ kA, -k)N 








Y(013 0, —0,) als Bestandteil enthalten muß; man schließt % 
analog |X —2%h,— R+20, |=1. Für ,>0, ,<0 steht das aber = 
mit |JX—R|=1 im Widerspruch. Damit ist der Fall! =1 er BR 
ledigt; es gilt i 7 SE 
y(k,, ki, ug) k,) .d ir er D: ch Ks, et Ka) ar . “ © 
WO %, %yı +, %, alle Systeme durchläuft, die aus k,, ku, ... , k durch “ 
Verinderuhe einer Zahl um 1 entstehen. = 


5. Wir nehmen an, daß IV schon für alle Produkte | | 
Yeh,, kann Kin hd mit = 2 7,11 Er Er 


bewiesen sei. Zunächst seik%,=2. Dann enthält p(k,..„kuA)D, 





ey 


nur Bestandteile y(0,,0,..,0,) mit ,>0,>:->0,>1. Multi- 


pliziert man alle diese Bestandteile noch mit r, so erkennt man, 
daß Ylk,..„b,k)D,T, nur Bestandteile 7 (o,, o,, ..., 6,) mit 
se6=.-=0,=0 enthält. Da T_T, nach dem Kompositions- 


gesetz (das für diesen Fall schon bewiesen ist), als Bestandteil 


I; enthält, folgt, daß auch y(k,..,%_,%,)T, nur Bestandteile 
7(6,0,..,0)mtoZ20,=2-..=26,=0 enthält. Nach dem unter 
3. gesagten ist damit IV für y(k,,...,%,_,%,).T; bewiesen. Im 
Fall %, = 1 geht man besser anders vor. Wäre IV nicht für 


alas Produkte y(k,..,ARuhl,..,1)I, kZ.=h,>1) richtig, 


2 © 


so nehme man ein solches Prodakt mit möglichst großem o, für das 


die Behauptung falsch ist; dann bilde man 


‚(124) lo 10,2, 5 DI SEI rl 2%): 
i % 


WO %,% ...,%, alle Systeme durchläuft, die aus A,,...,%,2,1,...,1 
durch Veränderung einer Zahl um 1 entstehen. Es ist hier ent- 
weder y(2,%,..,4) =0, oder wen, =2..=2%,=0. Für alle 
Systeme x allein mit Ausnahme von %,,..., L, 1,1,...,1 darf man 
Pk, %y 5%). 2, nach IV ne da für Bern anderes x 
Hy = E er Eistee Ista ya, en, 0) > & so beachte man 2. 
Um zu Rerdiien. daß für y(k,..,„ä,l,1,...,1)7, der Satz IV 


doch richtig ist, genügt es, zu en daß man das richtige Re- 
sultat p(k,,..., 4%, 2,1,...,1). 2,7, erhält, wenn man in (124) auf 
der rechten Seite alle Bestandteile Ye, Ku.) nach IV mit 
I, multipliziert. Dann findet man aber, falls wie immer 


T, 2 zelıpı apart up) 
A - 


ist, 
> 2 y(#, 3 * Au % ar A,, er K, eb 1): 
% 


Dabei durchläuft # alle Systeme, die aus Ä,,..., %, 2, 1, .+.,1 durch 


Veränderung einer Zahl um 1 entstehen., Man kann diese Summe 
daher schreiben 


(125) & rk, AH lot Asch Be 
u 2 
24H A tlg It A tan on IFA tn) 


‚wo ku May... &, alle Systeme durchläuft, bei denen eine Zahl #1 


ist und die anderen O sind. 


Andererseits ist nach Voraussetzung für YAUZOER RL Te PER DE 3 


das Gesetz IV richtig, da hier die Zahl an der GER), 2 Stelle 


—1 ist. Man findet FEAR, DS ee En = > 
Pk 22, Ay 9, ” 1 TR ER 
=: ar el re ER ne Er Eu x 



















auf der rechten Seite mit Pr alinlietet "Dans? entsteht aber 

gerade Ex Ausdruck (125); dieser stimmt also wirklich mit 

Plus zer hg 2, h 1). T,T, überein. Damit ist IV für il 

dukte -y(k,5., 6, Kl bewiesen. —- 
BP RE PN Br as 7 eh way 


T, nu er r =2e 1 Pı Hg E 
nr, Syettmgta + Het 
D — „7 n 
Durch zweimalige Anwendung des eben Bewiesenen. schließt 
Pkpka...k)T, = rl Au A k, + .. DE 5 


nach IV Haren kann. Analog kann man Sa ylkık, REEL, 5 
mit einem Ausdruck T,T',... m multiplizieren. Man kann nun 


mMioeLrsseı], a >0, wie man leicht schließt (vgl. $ 2), 
im Fall ,>0 Ir Hr nn > —L) = Tll,ly..,l 
im Fall i, —*0: yll,.:.,22, 0) = ld, ::.,123,0) als Imesre Kon 


bination derartiger Ausdrücke TyFym... Zum darstellen. 


ergibt sich dann, daß für Produkte E hun ER ». ei In. ee | 
IV richtig ist. 


7. Es sei era | = Be 
(1 E ne Sr iantant Hm). 2 
ls 03.5 = a 


128) I: ae | Re: 
e: Mesals, san, _ geentamt- + 


el 


Day(1,1,..„1Jund2(1,1,..,1,— 1) jedenfalls in der v-ten olemen- R 
tarsymmetrischen Funktion von e'” ae er h ns 


kommen, MabeR alle ihre Glieder die Form 2 ta Ta te 


EN ER 
mit 8 = 0 oder #1. Ist eine der Zahlen s, = 0, so kommt das 
Glied ebenso oft in y(1,1,...,1) wie in y(1,1,...,1,—1) vor, weil 
die erste Charakteristik in die zweite übergeht, wenn man gy, 
durch —g, ersetzt.. Sind alle Zahlen s, = +1, so kommt 


rar 759) n ylll,..s1) oder. in pt)... —1) 
genau einmal vor, je nachdem ob eine gerade oder eine ungerade 
Anzahl von Zahlen &, den Wert — 1 hat. Daher folgt: 


SE r(l, 1,.„D)-r7Q,1..,1, ni ) 
Di 2,0% are t hen) 
ars ö 
‚ Wie schon bewiesen ist, folgt aus (126) 
70, 0,..,0).71,..,„D+r(Q,l,..„1,-2)] 
— 2370103 .:,0,)4 239 (6, 69... 6,). 
Q@ ur 


Dabei durchlaufen o und o dieselben Gitterpunktsmengen wie in 
(126). Da »(0,0,..,.0) = 1 ist, kann man die Formel auch 
schreiben: 

\ ae) 


(128) | RT, zur (eu Oz +, 9,) 1a Zr On. 6,). 


Andererseits wollen wir die Differenz der beiden Summen auf der 
rechten Seite von (128) bilden. Nach (126) und (127) ergibt sich 


>, * (0, Oyy rn 0,) za 5 y(6,, OÖ... 6,) 
6 


: o 

129 

( ) wu >} &, &y &,.7(8,, Eye 8,): 
ER EN Au 

Ist &g_, = 1, so wird 


ler re 2. &,-23 st, 1) = Zar S Yes: &,_,7 ie; au, 


da das Zahlensystem 8+v—1,,+v-2,..,0,—-1 aus ,+v-1, 
&,+v—2,...0,1 durch Abänderung einer geraden Anzahl von 
- Vorzeichen hergestellt werden kann. In (129) kommen die be- 
treffenden Glieder mit dem Vorzeichen z, g,...&,_,.(—1).1 bezw. 


&85,...8_,.(-1).(-1) vor, sie heben sich also weg. Ist für ein u 
| &u — =, & = —1L so wird u, +v— (u 2) = u +v—u, also 
Penn 8%) = 0. Ebenso ist y(e,ay..„s)=0, wenn ,—=-I1, 
a — > ist, da dann |s,| = ee) ist. Aus diesen 


Bemerkungen schließt man 


Dre) 270 O4 05) 
Q 


= yet: u, 
In Verbindung mit (125) ergibt das 
ro Oz +. 9,) = »(l, 1, 1); 


Sr(0,0 PERRKER?) 6,) a PL, 1 eD 


(131) zeigt, daß IV für die Produkte y(0,0,..,.0).y(1,1,...,1]) 

und 7(0,0,..,0)y(l,1,...,1,—1) richtig ist. 
Essim, zm,>2-.-=Zm,Z0. Multipliziert man in (131) in. 

beiden Gleichungen die linke und die rechte Seite mit I'(m,, m,, ..., M,), 

(was, wie unter 6. gezeigt ist, nach IV ausgeführt werden kann), 

so erkennt man, daß man auch das Produkt von y9(0,0,...,0) und, 

»1,4,.., ) .I'(m,m,,...,m,) nach IV berechnen kann. Ist 

nun WZ1,=2-.=1_,2|!,|,-so sieht man leicht ein, daß man 


(130) 


(131) 


v(l,d,.:.,L,) A lineare Kombination von Ausdrücken der folgenden 
drei Arien darstellen kann '!). 
a) I'(m,,m,,.--,mM,); b) y(1,E ...,1)-2(m,, ma, m); 


c) y(l, 1: , —1)T (m, m, ..., m SR 

Da man »(0, D,.., 0) nach Iv mit jedem dieser Ausdrücke 
multiplizieren kann, Braiht sich die Richtigkeit von IV auch für 
alle Produkte ‚0 0,..,0).y(l, ls...) und daher auch für alle 
Produkte 7 (0,0,. 0). 2 wo zZ rend! eine Charakteristik. von ® ist. 

8. Schließlich sei | 


A ee: wissen 


sk, 


(k,, hy; i,) 5 2 e' = er i& eV 3% A 9). 
% 


vll, 1 np tape Th po) 
1 37.25 v 
\ > 


Il Bars: y(kı 5 k)Yyllae:,) 3 | es » 
(+ M)p tt) Ppt 44 A)P,) j + 
== e 


"Aus dem unter 7. Bewiesenen ergibt sich dann 


(132) 9(0,0,...,0). yo...) = ylknln..„k)= 2 Yl&ı u: .%,) E 
% 1 5 

(4.82). 91050, 0, IE WE ” ya ti, tig u #%, + A): n 
% h = 

1) Dabei können natürlich immer mehrere Ausdrücke desselben Typs vor Se 
kommen. BER : 





nd 
In Ira, ER #,) kommt als Summand y(k,%,...,%,) vor; die 
% N v 


anderen Summanden, soweit sie von O verschieden sind, kann man 
in der Form E y(u,u,..„a) mit wZ2. Zu, 2= |u,| darstellen, 
sie müssen sich dann immer zu je zweien wegheben. Es seien zum 
Beispiel y (x, x}, ..., %,) und Y(#,%,...,%,) zwei Summanden, und 
es bestehe die Gleichung 


na) = Fl ar) = VE 0). 
Dann folgt aus 2. 
arm th ti, ..,%tA) = art A ti, tA,). 


Ist y(x,,%,..,%) = 0, so ergibt sich aus 2. | 
art + A, ... x,+4,) —=(. 
Daher heben sich auch in ? (Ari ey nt 4) die 
a\ı 
meisten Glieder fort, übrig bleibt nur D!y(k, +2, k,+A,:.., k,+A,), 
1 
und man findet daher nach (133) 


I = yon Ki) ll I en 5) 
(134) — Dylk HA, Katy. hytä,). 
1 
Damit ist IV auch für n = 2v allgemein bewiesen. 


$ 10. Folgerungen aus dem Kompositionsgesetz. 


Es sollen jetzt die einfachen Charakteristiken für n —= 2v 
bestimmt werden. Essih=h=.. =h_,=|k,. Da 


Ylkı, a Rum: k,) F y(k, hun — Ki) 
schon bekannt ist (Satz III*), so handelt es sich noch um die Be- 
stimmung von p(k, k,..,%)—Y (kı, la --., ku, —%,). Diese Diffe- 
renz hat die Eigenschaft, ihr Vorzeichen zu wechseln, wenn man 
-. 9, durch —g, ersetzt. Daher kann man sie jedenfalls nicht allein 
durch die Wronskischen Funktionen p, von 


pı e DH 


0 —t 
e RE UTE 


ausdrücken, da man auf diese Weise nur Funktionen erhält, die 
in @, gerade sind. Es liegt daher nahe, die Differenz durch die 
einfachste „alternierende* Funktion 


ne (d8b) ee ee en 











zu dividieren und eine Darstellung des Quotienten durch die unk 


.. 7 | 


ige 


22 Pl = rl me Bi uk 


den folgenden nn genügen: 


1: Bm, A und 
und gehen die Zahlen 


YET LIvV re has DM I; 


n 


sind; im andern Fall gilt das — Zeichen. 
2. Sind unter den Zahlen 


tv 1, tv 2l es bl 


zwei gleich, oder ist eine von ihnen 0, so ist F(k,%,,.. ‚k)= = 09. 

Diese Bedingungen 1. und 2. folgen aus der Art, wie in a | 
IR Ter  ) FUr beliebige ganzzahlige Systeme a kt 

Ariert wurde. 


sera. Del | ar E 


4 It z= yehmtlmt +40) eine Charakteristik vo 5 
Be 


D, die ungeändert bleibt, wenn man 9o, durch. — 2 ersetzt, so 
F(k,, 8 k,). 2= we th. ... ra) 


ltr. —h „Ha)= arlat Aue Run + hun — 


ie. Es soll zunächst gezeigt werden, Pr ein Ausdruck F (00 k, “ 
der diesen vier Pumnen genügt, den Wert 


IR Az a 1) A ..n hu =. DE 


$ a ee 63 en 
bis 4, so folgt aus den ersten beiden Bedingungen, daß, wenn 
| plkskyesk)= Erliyle..,h), 
bezw. y(k,k,...,%) = 0 ist, auch 
Din SL Kllsbssend), 
bezw. Fk, ky...,%,) = 0 sein muß. Ferner ergibt sich 
Te a a RA 


Daher kann man sich auf den Fall ,Zh=2-..-=%k 
schränken. Wir setzen 


na.) len ern) 


Zu zeigen ist 


—0 be- 


v 


f(k,k 2 k) = Fk, 6%) 
Nun ist für %, = 0 Be den 2. Bedingung F(k ,ky,..,%_,0)=0. 
Berner pilt f(k,,.- „% ,0),—0. Aloistfürk =, =: - —=h,—=0 
die Behauptung richtig; außerdem können wir %,>0 annehmen, 
- Wir setzen voraus, daß schon für alle Systeme o, 


Kerl), 
die niedriger als k sind, die Gleichung 


. 


0,3 093: 0,) — 0,09 +, 0, 
f( = ) 
bewiesen ist. Man setze für %, = 1 
Z = y(k, —1, k, >>; 1, Darr) k,_, x 1, 0) me > ea 4 $ "ya r > gr kp) 
A 
SE für k,>1 
0 N A al BDA pl kl, kb —h,+1) 
Er | 2 e (hp thpt:: +4, Pr 








ee: Dann folgt aus IV 

, de 1: Z— Zrltinitm. 14h) 
ln Zerlht., 1.29. h=-D).Z 

; =Irlti, era, 1+2)=2 y(i+A,.,144,_,—1+4,)- 


= Da Z ungeändert bleibt, wenn man p, durch — y, ersetzt, kann 
man in der zweiten Summe A, durch —A, ersetzen und erhält dann 


3 139). = Fer. EZ NSLEIHI AL, IR): 
Seen 1 


er  . 
ER = 

a N 

Aus der 4. Bedingung für F' ergibt sich | ; Be 
(140) 2 8.1, D 2 = SEUHr Irre I+a). B.: EB 


Wenn y(1+3,1+4,..,1+4) = 0 ist, ist auch x 
f(1+2,1+42,...144) = 0 und F(1+2,143,..,.144)=0 


diese Summanden lasse man weg. Die andern Ausdrücke 
y(1l+A,1+2,...,1+4,) kann man auf die Form Fy(u,u,...%W) 
ntw2w2-.- Zu_,2Z |u,| bringen. Dann gilt auch 


fÜ+3 1410... 142) = fe 2 

Fil+r,14,..,1+4) = ZFflu, u, 2 u). In 

(138) geht bei dieser Umformung über in | B 
(141) »d1,1l,..„l). zZ = - Ey (u Un u): 

Die links stehende Charakteristik hat das Anfangsglied N 

ap + opt tun), | DR T 

da ferner y(1,1,...,1) von Gliedern der | | Be 

A trmr +91t8&P,) A | 2 ; 


nur das Glied !(HrRt mat) enthält, so erkennt er 
daß p(l,1,...,1).Z das Glied nt km +: + m 9 Ze 
nicht enthält. Daher kommt in D # y(u,u,.:-.,%,) BERN einmal 


m a: 
+ylk,ky..,%,) vor; dagegen Ey(k,..., %k,, —K,) Kichee Alle 7 


Systeme u mit Ausnahme von Ä,,%y..., %, müssen niedriger als = 
hy. %p—%k, sein. Aus (139) und (140) schließt man dann A a 
Existenz von Darstellungen e ae 
122) Fl...1).2 = fllylo.sh)+2 +f ®; On. 0) a 





143) Fl uD).2 = Flku nen h) +2 E Flo On a 


we e 


wo oe in (142) und in (143) dieselbe Gen durchläufe % 
' und bei entsprechenden Gliedern dasselbe Vorzeichen zu nehmen 3 
ist. Ferner sind alle o niedriger als k,,...,k,_,— A, und es gilt 


a ee ee A Wegen ; 
f (01 05 ++ 0,0 9,) = —F (O1 Bm + 9-00); E 
F (01, 03.» 9» 9) = — FO 04 ::39,.99) Bi 

kann man bei Änderang der Bereichnungsweis in (142) sag en = 







o,=0 annehmen; dann sind noch alle Systeme o niedriger als 
er la..2; B Nach en gilt für alle diese o 


E o= 


(O1, 02 - 0,) = Fo, 03 --.,9,)- 
Aus (135) und (137) a fl,1,..,„1) = 1; ebenso ist nach der 
Bedingung 3. F(1,1,..,) = L Unter Berücksichtigung dieser 
Gleichungen folgt aus: (143) und (143) 

kl) = Fk, la...) w. z.b. w. 


Es handelt sich jetzt um die Konstruktion der Ausdrücke F', 
Die Bedingungen, die wir zu erfüllen haben, sind fast dieselben, 
wie die, denen 


D (k,, R,, 2} Ik,) = | I-g+1 Ing-g+2 7 In,=93 Er In,-g+v 7 Ing-9-1+2 


‚genügt. Daß die Determinanten 7) insbesondere der vierten Be- 
 dingung genügen, wurde mit Hilfe des Hilfssatzes 14 aus den Re- 
kursionsformeln 


C, (9. + dan) Sy C, (9a-ı Pr a ) aslsap (> 15 v-1 er =% Gr) 
er = 1) C, Ia- — 0 





(v) 


geschlossen. Daher liegt der Ansatz nahe 


| (144) F(k,k var „dh ») ER | U, o-9+V Mn-g+? T Uno-g1 3, > i-gtv TU, o-0-7+2 | 


Im? 
wo die «, so bestimmt werden sollen, daß die analogen Rekur- 
sionsformeln 


( 145 & (%, + a) Be C, (U... re Wr) SFr He + I 05; (Ue-yrı wi; dh) 
, +1 C, u, = 0 


auch hier gelten. Ganz einfache Determinantenumformungen er- 
geben, daß die Bedingungen 1 und 2 dann sicher erfüllt sind, wenn 


(146) SE U ET Mt.) 
ist. Durch (145) und (146) ist «, noch nicht eindeutig bestimmt; 
man erkennt leicht, daß man noch w,, u, 41, --., %_.4, In Überein- 


stimmung mit (146) vorschreiben darf. Da aber F(1,1,..,)=1 
sein soll, empfiehlt es sich 


FAN a 





—1 


zu setzen, dann Br sich aus (145) und (147) 
= Ä ae u, mM, GE re 
Wählt man die «, so, so sind (145), (146) und (147) erfüllt, 


= 1) Für q ist 9 = + Q_a-n., bei geradem n. 


NT 


F(k,,ky..., %,) genügt dann sicher den drei ersten Bedingungen. 
Aber auch die vierte Bedingung ist erfüllt. Man bezeichne für 
v+1 Zablen k,‘,..,%,, mit F(k,k,...„k,,) die analog wie 
F(k,,R,, ..., k,) gebildete Determinante (v+1)-ten Grades. Genau 
entsprechend wie bei den Determinanten D in $ 7 folgt hier 
aus (145) 
Fk, ka.) =. | 
Ersetzt man in der Betrachtung des $ 8 Seite 49—52 stets , 
durch p,_,, also D(k,,k,...A,) durch F(k,k,... %), so ergibt 
sich analog wie dort'): | : 
Ist 
} A, 1 Ay 2 a A, v 
IR > Yı rkhpt:+r a 
so wird 
Fk Ryan k) [2 Darm) = DFÜk + Ay Tat An een kt) 


Da man nach III* alle Charakteristiken Z von ®, die in 9, ge- 
rade sind, linear aus Ausdrücken p, p, ..- P,, zusammensetzen kann, 


folgt dann sofort, daß für F(k,,k, ...,%,) auch die Bedingung 4 ° 
erfüllt ist. Daher wir 2% 
Yin ln hr) — 9 (kn se Bam — Rn), 
=06 | Prg-e Pro-g+1 TPrg-g-1 ... Pry-grr-i 7 Pig-g-v+H1 a 
In Verbindung mit III* und mit (127) erhält man dann | 
V. Ist k,k,..., k, ein System von v ganzen Zahlen, so wrd ge 
2ylley Kay 2. kr) 
= | Prg-erı — Pry-g-n Pr-g+2 7 Prg-g-2 ° 2 Prp=gtv T Prg-g-v 5 
+6| Pro-@ Prg=gr T Pr ,-gen 3 Pro-g4-1 r Pry-g-rHi 3 





wo mit 6 die Summe 
| > gie & giıpı HEPa tr: + 8,9) 
TERN TU 


a 


| tl | 
bezeichnet ist ?). ss ; < 
Im folgenden sei n gerade oder ungerade. Ist FE ERDE 
zZ = Zeh ++. +A,Qp,) 
1 


1) Ein störender Ausnahmefall wie in 8 8 für n—= 2, l—=1 tritt hier ü 
nicht ein. 
2) Vgl. Anmerkung 4 auf Seite 3. 





> 


re 


| eine Charakteristik von D, so folgt aus IV 


(148) r0; 0,0: ZeiZ = Zr, Ks An): 


ee zemmtmmt + +,9,) 

w 
symmetrisch ist und ungeändert bleibt, wenn man bei einer be- 
liebigen Anzahl von Winkeln g, das Vorzeichen abändert (»—=2v-+H1), 
bezw. wenn man bei einer geraden Anzahl von Winkeln das Vor- 
zeichen abändert (» = 2v), so kann man ® als Differenz zweier 
Charakteristiken darstellen © = Z,—Z,. Aus (148) schließt man 
dann 


ein Ausdruck, der in 9,,9,,:..,@®, 


(149) @ Ze My tmpT TPM Ei Dy(u, ee u). 
u u 


Man kann dann auch sofort ® durch die Ausdrücke y(g,, 0, -:-, 9») 
-mtoe=0,2-.-20,20; bezw. 9, Z0,2=:--Zo,_,2Z]e,] linear 


— er feinen ya 
ausdrücken. Nimmt man z.B. für ® die Summen, die in $ 1 mit 
olk,, k,, ..., k,) bezeichnet waren, so erhält man auf diese Weise 


Rekursionsformeln für die einfachen Charakteristiken, die deren 
sukzessive Berechnung gestatten. Die Formel (149) liefert ferner 
eine Lösung des sogenannten Abzählungsproblems für Orthogonal- 
invarianten. Bekanntlich ist dies Problem gleichbedeutend mit der 
Aufgabe, zu entscheiden, wie oft eine gegebene Charakteristik von 
D die Hauptcharakteristik enthält. Man hat in (149) für @ die 
gegebene Charakteristik einzusetzen und zu untersuchen, welche 
Y(u, My -.., u) beim Umrechnen #y(0,0,...,0) ergeben. Für 
n = 2v hat man z.B. nur diejenigen u zu berücksichtigen, für 


die „+v—-1, „w+v-2,..., u, sich nur durch die Reihenfolge 


und die Vorzeichen von v—1,v-—2, ..., 1, 0 unterscheiden. 
Diese Ergebnisse sollen noch an Spezialfällen erläutert werden. 
Der Fall »n = 3. Die Charakteristiken von ® haben hier 


die Form 


= ht+N d,le "9" Le "a 91) —=d,‚+2 D d,cosxg,, 
nt | 


wo d, und d, nicht negative ganze Zahlen sind. Ferner ist hier 
pl) = —y(l-1), nach (149) enthält also x die einfache Cha- 
rakteristik y(l) in der Vielfachheit d,—d,,.. Als einfache Cha- 
 rakteristiken ergeben sich daher: | | 


k 
Ya) EHEN 00849, :k=0,., 23%) 
Er 


I 


Der Falln»n=4 Die Chärakteristiken haben die . Forms 
2 due #91 +9) Ps wird hier y(k',0) = +y(k,l), wenn einer der 


%,4 


4 Fälle eintritt: | 
Diener 2). K= -k-2 7 1 

I) el-l, !=kt4l; = —Ii-L, !=—-k-1. 
Daher enthält y die einfache el y(k,l), (k=|l| in der 
Vielfachheit 

Ay = Aut Aa, Ian — Icına, De | 
Wegen der Symmetrieeigenschaften der Charakteristiken folgt, 

4, = BT dy, + das: = dyı, I-17 d k+lr I+1° 

Hiernach oder nach V kann man y(k,!) berechnen- Man findet 


y(k ) — = SE N 2 


wo (x,4) alle Gitterpunkte dnrchlänt, die den Bed 
+ =k-+l (mod 2), “+ Sk+l, ai Sk—L 
genügen. Besonders interessant sind die Charakteristiken 


(Pı+ Pa { — (9, 2 | | .- 
v(i, 20 Pliirg ip +9). ; $ 


y(, -) = lee Ele: i(pı — Pe) 


Mit ihrer Hilfe erkennt man sofort, daß die' Drehungen Be 
für die 9, = —g, ist, eine invariante Untergruppe A” von ® 
bilden und ebenso diejenigen s, für die g, = g, ist, eine invarlante 
Untergruppe A”. AT” und U” haben als gemeinsame Elemente 
nur die Einheitsmatrix E und —E. Ist daher s, — A und 
in NEN er Su Stetigkeits- 
betracktung lehrt, daß Bier das positive Vorzeichen gilt. Daher | 
ist jedes Element von A” mit jedem Element von A” vertause = 
bar. Die beiden Untergruppen A” und W”” sind aus der Geo- 4 
metrie bekannt; genaueres über sie siehe AII S. 321. Merkwürdig 
ist im Fall n = 4 noch die Formel: m, ; 


y(k, k).p(,—d) = Ye], BB k>0, 1>0). 


Ist n +4, so hat D außer den trivialen invarianten Untergruppen 4 MR 
(E, D selbst, für n = 2v außerdem noch E, —E) keine weiteren 
invarianten Untergruppen, wie man durch elementare Überlegung Fr 
zeigen kann. Damit hängt es zusammen, daß die Charakteristiken 
y(k,k) und y(k,—k) für n = 4 besonders einfach mit den Cha 


RE 









Be rs 
'rakteristiken fürn = 3 zusammenhängen; für größere » tritt ein 
‚derartiger Zusammenhang nicht mehr auf. 


| Um im Fall n = 5 anzugeben, wie oft eine Charakteristik y 
‚die Hauptcharakteristik enthält, muß man schon 8 Koeffizienten 
von x heranziehen. 


| Zum Schluß sollen noch einige Bemerkungen über die ein- 
|fachen Charakteristiken von ®’' gemacht werden. Versteht man 
unter r, die «-te Wronskische Funktion der charakteristischen 
Wurzeln einer beliebigen Matrix ? aus ®’, und setzt man für «<0 
\r„ = 0, so folgt aus Hilfssatz 9 und III. zunächst für n — 2», 
benz. 2420 





AP (k,, ke “on k,) = | "rg-gH Fr Na-g-1 ie rog+V Se "rg-0-r Br 
ist A(t) die Determinante von ti, so wird 
| fe A” (k,, Kayır: . ku) Fre (tl). A: (k,, ke, Le, k,). 


Beeprecbend ist der Sachverhalt für n = 2v+1. Ebenso wie 
ei D kann man auch bei D’ das Abzählungsproblem behandeln. 


Gruppe N. 


Ist u die re der unitären Substitutionen in n Variabeln, 


j 11. Über die Anwendbarkeit der Methoden auf die unitäre 
br so haben die charakteristischen Wurzeln von « die Form 


er Pı 2 P Pr 
| ’ EN I; [ 
Wie bei D schließt man, daß eine Charakteristik von U allein 
eine Funktion von 9,9%,,...,9@, ist; ferner, daß sie die Form 


ne MTRNATTPn) hat, wo x gewisse Gitterpunkte durch- 





läuft, Den Mulkplikatioren %, — €’x, aus Ü müssen bei einem 
Firreduzibeln Homomorphismus wieder Multiplikationen entsprechen, 
- und daher müssen für 9, = g, = — 9, alle Glieder in der 


* - Summe gleich werden. Diese Glieder eellen nämlich die Wurzeln 

‘ der zugeordneten Matrix dar. Man schließt dann, daß x, +%,+'+x, 

für alle Glieder einer einfachen Charakteristik Geh Wert 
"haben muß. 

N Denkt man sich die Glieder einer Charakteristik lexikogra- 

= | phisch geordnet, so gehört zu jeder Charakteristik ein wohlbe- 


= > stimmtes Anfangsglied All prkptı + Rn PR) mtkZzhz.—Zhk, 




















ze 


Mit Hilfe der Determinantentransformationen von U und der} 


Charakteristik e !ATmrt rpm _ [u] kann man eine Charak- 
teristik bilden, die ein vorgeschriebenes Anfangsglied 


hy rap rn) Wehe 
hat! und.die hur Glieder | 


Aptrret m) nit ti; + Su 


enthält. Dasselbe Verfahren wie in &2 zeigt dann, daß zu jedem 
Anfangsglied nur eine einfache Charakteristik gehört. Die einzige 
Schwierigkeit liegt darin, daß hier unter einem festen Anfangs- 
glied unendlich viele Anfangsglieder liegen; das schadet abe 


nichts, weil alle vorkommenden Glieder ap mp TUnPn 


der Bedingung u, tb, tr + = A X; l, Hy AR L, genügen, un gen 
man sich daher auf die Betrachtung. von Anfangsgliedern be 
schränken kann, die dieser Bedingung genügen. 


Ist k,=0, so ıst der zur einfachen Charakteristik mit dem 


Anfangsglied ap Hape tr TR) gehörende Homomorphismu 
ganz und rational; ist k,<0, so wird er es nach Multiplikation 


mit |u|”". Dann folgt'), daß die Bestimmung aller stetige 
Homomorphismen von U im wesentlichen mit der Bestimmung alld 
ganzen rationalen Homomorphismen der allgemeinen linearen Gruppe 
identisch ist. Diese sind aber bekannt”), und aus ihren Eigen- 
schaften kann man die Eigenschaften der Charakteristiken von ll 
ableiten. 


Man kann auch umgekehrt nach derselben Methode wie oben 
die Charakteristiken von U untersuchen und daraus die Eigeg.g 
schaften der ganzen rationalen Homomorphismen der allgemein 
linearen Gruppe ableiten. Von Interesse ist dabei der Satz, der 
an Stelle des Hilfssatzes 14 tritt. Ist M eine Matrix mit m Zeilen d 
und m-+1 Spalten, O=%k=m), so bilde man alle Determinanten & 
m-ten Grades, deren Zeilen aus den Zeilen von M entstehen, indem | 
man in % Zeilen von M das erste Element und in den anderen J 
Zeilen von M das letzte Element wegläßt; die Reihenfolge der 
Zeilen soll dieselbe sein wie in 7. Die Summe aller so gebildeten 


1) Nach AL $ 1, S. 190—191. 
2) I. Schur, Dissertation, vergl. Anm. 1 auf S. 9. 


en, = Är f ’ 2 TE 
A I2,4 > 
Ze“ . [ PATE % 


a 
e  Determinanten ist gleich der Unterdeterminante von M, die 


durch Streichen der (m +1-— k)-ten Spalte entsteht. 

Es gibt hier eine ähnliche Darstellung der Charakteristiken 
mit Hilfe der Wronskischen Funktionen, ein analoges Kompo- 
sitionsgesetz und schließlich eine ganz analoge Methode zur Lösung 
des Abzählungsproblems. Besonders einfach ist hier der Fall 
n —= 2, man erhält als Spezialfall die Cayley-Sylvesterschen 
Abzählungssätze der Invariantentheorie. 


Zusatz bei der Korrektur: Die in Anm. 4 auf S, 3 zi- 
tierte Arbeit ist inzwischen erschienen: Math. Zeitschrift, Bd. 24, 
S. 828—376. 
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Ich, Richard Brauer, wurde am 10. Februar 1901 üb Sohn 
des Kaufmanns und Handel Max Brauer in Charlottenburg & 
geboren. Von Ostern 1907 an besuchte ich die Kaiser-Friedrich- 
Schule zu Charlottenburg, an der ich im September 1918 die Not-? 
reifeprüfung bestand. Im ersten Zwischensemester 1919 studierte 
ich an der Technischen Hochschule Berlin -Charlottenburg, von® 
Ostern 1919 bis Ostern 1920 an der Universität Berlin, darauf 
ein Semester an der Universität Freiburg und von Michaelis 1920: 
an wieder an der Universität Berlin. In der Hauptsache beschäftigte 
ich mich mit Mathematik; Vorlesungen hörte ich bei den Herren 
Professoren: 

von Baeyer, Bieberkäch, Blasiun Bolza, Carathöo-] 
dory, Einstein, Hamburger, Hanne Heffter, 
Jolles, Knopp, von Laue, Löwner, Loewy, H. Maier,% 
E. Meyer, von Mises, Planck, Raderöcher Reichel, 
Rothe, Rubens f, E. Schmidt, Schneider, Schottky,: 
I. Schur, Spranger, en Szegö, ro ER 
Weisbach Wertheimer. 2% 

Allen den meinen hochverehrten Lehrern, inahesondart den! 
‘Herren Prof. Dr. Bieberbach, Prof. Dr. von Mises, Prof. Dr. ; 
E. Schmidt, Prof. Dr. I. Schar, bin ich zu großem Danke 
verpflichtet. | we 
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